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PRÉFACE. 


M . Bossut,  membre  de  l’Institut  national,  est  l’auteur  qui 
a traité  avec  le  plus  de  détail  la  partie  de  la  Statique,  qui  a 
pour  objet  l’équilibre  des  voûtes  : son  Traité  se  trouve  à la 
fin  de  sa  Mécanique  , imprimée  en  1802.  Il  estprécédé  d’une 
introduction  qui  sert  à faire  connaître  l’objet  de  la  Statique 
des  voûtes  , ainsi  que  l’historique  de  cette  science.  Je  trans- 
crirai ici  cette  introduction , afin  de  'mettre  le  lecteur  à 
même  d’apprécier  mon  travail  : je  rendrai  compte  ensuite 
des  motifs  qui  nTont  déterminé  à traiter  le  même  sujet,  et 
des  différences  qui  distinguent  mon  Ouvrage  de  tous  ceux 
qui  l’ont  précédé. 

« Tout  le  monde  sait  que  les  pierres  ou  les  vous  soirs 
» dont  une  voûte  est  composée , forment  des  espèces  de 
» pyramides  tronquées  , qui , en  s’appuyant  les  unes  contre 
» les  autres  par  leurs  faces  latérales  et  inclinées,  se  con- 
» trebalancent  mutuellement,  et  demeurent  suspendues  en 
» l’air  sans  le  secours  d’aucun  soutien  inférieur;  tout  leur 
» effort  se  dirige  vers  les  massifs,  ou  pieds-droits  qui 
» soutiennent  la  voûte , comme  si  elle  n’était  qu’un  seul  et 
» même  corps  continu.  Les  voussoirs  éprouvent  l’action  de 
» différentes  forces  , qui  proviennent  ou  de  leurs  poids , ou 
» de  pressions  extérieures , ou  du  frottement , ou  de  la 
» cohésion  des  matières , etc.  Toutes  ces  forces  et  les  ré~ 
» sistances  des  pieds-droits  composent  un  système  qui  doit 
» être  en  équilibre,  et  de  plus,  cet  état  d’équilibre  doit  avoir 
5>  une  consistance  ferme  et  durable.  . 

» Les  forces  particulières  qui  agissent  de  proche  en  pro« 

a 
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„»  che  sur  chaque  voussoir  peuvent  être  fort  différentes.  Par 
» exemple,  dans  une  voûte  demi-circulaire,  le  voussoir  du 
;>  milieu  ou  la  clef,  agit  comme  un  coin  contre  le  second  vous- 
» soir  à droite  et  [h  gauche,  et  tend  à le  faire  remonter;  le  se- 
>5  coud  voussoir  agit  de  même  contre  le  troisième  ; celui-ci 
» contre  le  quatrième , ainsi  de  suite.  Or  , à mesure  qu’on 
» s’éloigne  de  la  clef,  les  angles  que  forment  les  faces  laté- 
» raies  des  voussoirs  avec  l’horizon  vont  en  diminuant  ; 
» d’où  il  résulte  que  les  pressions  absolues  des  voussoirs 
» doivent  aller  en  augmentant , afin  que  les  efforts  résul- 
» tans  de  ces  pressions,  perpendiculairement  aux  faces  con~ 
» ligues  des  voussoirs , soient  égaux  de  proche  en  proche , 
» et  se  fassent  mutuellement  équilibre. 


» En  général , quelles  que  puissent  être  la  figure  d’une 
» voûte  et  la  nature  des  forces  qui  agissent  sur  les  vous- 
» soirs  , il  doit  exister  entre  toutes  ces  forces  une  relation 
» telle  que,  tous  les  voussoirs,  qui  forment  réellement  des 
» corps  séparés , soient  maintenus  en  équilibre  dans  toute 
» l’étendue  de  la  voûte  , sans  quoi  elle  se  déformerait  et 
» tomberait  par  pièces  : ensuite , lorsque  cet  équilibre  par- 

tiel  sera  établi , on  pourra  considérer  la  voûte  comme  un 
» corps  continu  , et  il  ne  s’agira  plus  que  de  déterminer  les 
» dimensions  que  les  pieds  droits  doivent  avoir  pour  en 
» soutenir  la  poussée,  ou  pour  la  porter  sans  s’écraser. 

» Il  ne  paraît  pas  que  les  anciens  architectes  fussent  con- 
5>  duits  par  des  principes  certains  et  géométriques  dans  la 
» recherche  des  moyens  qu’ils  employaient  pour  assurer  la 
» solidité  de  leurs  édifices.  L’expérience  , l’imitation , et  une 
» mécanique  naturelle  , leur  servaient  de  guides.  Vitruve , 
>3  qui  florissait  sous  Auguste,  et  qui  a rassemblé  dans  son 
33  architecture  toutes  les  connaissances  qu’il  regarde  comme 
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» necessaires  à ceux  qui  exercent  cet  art , ne  parle  aucu- 
» nement  des  secours  qu’ils  doivent  emprunter  de  la  mé- 
» canique  pour  connaître  et  décomposer  les  forces,  et  pour 
» renvoyer  leurs  efforts  vers  des  appuis  capables  de  les  sou- 
» tenir.  Il  ne  dit  rien  non  plus  de  Vart  du  trait , ou  de  la 
» coupe  des  pierres  et  des  bois.  Vraisemblablement  les  an- 
» ciens  architectes , occupés  d’une  manière  exclusive  de  tout 
» ce  qui  regardait  la  décoration  externe  et  la  distribution 
» interne  de  leurs  édifices , abandonnaient  entièrement  aux 
» appareilleurs  la  partie  de  l’art , qui  a pour  objet  la  soli- 
» dite  et  le  détail  des  moyens  de  construction  : en  quoi 
» ils  ont  eu  malheureusement  trop  d’imitateurs  parmi  les 
» modernes. 

» On  n’a  commencé  que  très-tard  à sentir  la  nécessité  de 
» soumettre  le  problème  de  l’équilibre  des  voûtes  aux  lois 
» de  la  mécanique.  En  1696,  la  Hire,  dans  son  Traité  de 
» mécanique  , établît  par  la  théorie  du  coin  la  proportion 
» suivant  laquelle  on  doit  faire  augmenter  les  poids  absolus 
» des  voussoirs  , depuis  la  clef  jusqu’aux  impostes , dans  une 
» voûte  demi  - circulaire.  L’historien  de  l’Académie  des 
» Sciences  rapporte,  sous  l’armée  1704,  que  Parent  dé- 
» termina,  suivant  les  mêmes  principes  , mais  seulement 
» par  points  , la  figure  que  doit  avoir  l’extrados  d’une 
» voûte  dont  l’intrados  est  un  demi-cercle , et  qu’il  donna 
» de  plus  la  mesure  de  la  poussée  d’une  telle  voûte  contre 
» les  pieds  droits. 

» J’ignore  si  cette  solution  a été  imprimée. 

» Les  deux  illustres  frères  , Jacques  Bernoulli  et  Jean 
» Bernoulli  ,Huyghens  et  Leibnitz,  ayant  résolu,  en  1791, 
» le  problème  de  la  chaînette , les  géomètres  ne  tardèrent 
» pas  à s’apercevoir  que  la  figure  de  cette  courbe , retour- 
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» née  de  bas  en  haut , est  celle  qu’on  doit  donner  à une 
» voûte  composée  de  voussoirs  infiniment  petits  et  égale- 
>5  ment  pesans  , peur  que  toutes  ses  parties  soient  en 
» équilibre.  David  Gregori  fit  remarquer  le  premier  cette 
» identité , dans  les  Transactions  philosophiques  pour  l’an- 
» née  17075  mais  son  raisonnement , quoiqu’exact  , n’avait 
» pas  toute  la  clarté  qu’on  pouvait  desirer. 

» On  trouve  dans  l’un  des  Mémoires  posthumes  de  Jac- 
» ques  Bernoulli  deux  solutions  directes  du  problème , 
y>  fondées  sur  deux  différentes  manières  d’envisager  l’action 
» des  voussoirs.  La  première  est  claire  , simple  , exacte  , et 
» conduit  facilement  à la  véritable  équation  de  la  courbe 
» qui  est  la  chaînette  retournée;  la  seconde  a besoin  d’une 
» petite  correction , que  l’auteur  aurait  sans  doute  faite  lui- 
» même  , s’il  eût  pu  revoir  son  Mémoire  , et  que  Cramer, 
» éditeur  de  ses  œuvres,  a indiquée  : au  moyen  de  cette 
» correction , on  retrouve  également  l’équation  de  la 
» chaînette. 

» Dans  les  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences  pour 
» l’année  171 2,  La  Hire  , considérant  le  problème  de  la 
» poussée  des  voûtes  , sous  un  point  de  vue  indiqué  par 
» quelques  expériences , en  donna  une  solution  , qui , par 
» la  simplicité  du  calcul  et  des  résultats,  fut  saisie  et  adoptée 
y>  avidement  par  la  plupart  des  praticiens  , sans  s’embarrasser 
» si  elle  était  applicable  à tous  les  cas  qui  peuvent  arriver. 
» Il  suppose  que  les  voûtes  dont  les  pieds-droits  n’ont  pas 
» une  épaisseur  suffisante  pour  en  soutenir  la  poussée , se 
» fendait  vers  les  reins  à la  hauteur  d’environ  46  degrés  au- 
» dessous  des  impostes  : en  conséquence  il  regarde  la  partie 
» supérieure  de  la  voûte  comme  un  coin  qui  tend  à écarter 
» ou  à renverser  les  pieds-droits,  et  il  détermine,  par  la 
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■»  théorie  da  coin  et  dit  levier,  les  dimensions  qu’ils  doi- 
» vent  avoir  pour  résister  à leur  effort.  On  s’en  est  tenu 
» pendant  long-temps  uniquement  à cette  méthode  pour 
» les  voûtes  en  berceau;  on  l’a  même  appliquée  aux  voûtes 
» en  dôme , quoique  les  deux  cas  ne  se  ressemblent  point, 

» et  qu’ils  conduisent  à des  équations  de  degrés  différens  , 
» comme  on  le  verra  parla  suite. 

» Couplet  a donné  en  deux  parties  un  Mémoire  sur  la 
» poussée  des  voûtes  en  berceau;  la  première,  imprimée 
» dans  le  volume  de  F Académie  pour  l’année  1729,  traite 
» de  la  poussée  des  voûtes  et  de  l’épaisseur  ?de  leurs  pieds- 
>3  droits  , en  considérant  les  voussoirs  comme  infiniment 
» polis , ou  comme  pouvant  glisser  les  uns  sur  les  autres  , 
» sans  éprouver  aucune  résistance  de  la  part  du  frottement  ; 
3)  mais  comme  cette  hypothèse  n’est  pas  exactement  con- 
33  forme  à l’expérience  , la  seconde  partie  du  Mémoire , 
3)  impi'imée  dans  le  volume  de  l’j\  endémie  pour  l’année 
>3  1780  , a pour  objet  les  mêmes  questions  , en  sup- 
33  posant  que  les  voussoirs  n’ont  pas  la  faculté  de  glis- 
33  ser , mais  qu’ils  peuvent  se  soulever  et  s’écarter  les  uns 
33  des  autres  par  de  petits  mouvemens  de  rotation.  Toute 
33  cette  théorie  est  appliquée  principalement  aux  voûte» 
3)  circulaires.  Couplet  détermine  la  proportion  des  poids 
33  des  voussoirs , et  la  figure  qu’il  faut  donner  à l’extrados 
>3  relativement  à l’intrados  : il  n’a  d’ailleurs  ajouté  que  très- 
33  peu  de  chose  aux  théories  de  La  Hire  et  Parent  ; et  aucun 
3)  d’eux  n’a  traité  le  sujet  avec  la  généralité  et  la  précision 
33  nécessaires  soit  dans  la  théorie  , soit  dans  la  pratique. 

a Le  volume  de  l’Académie  pour  l’année  1784  5 contient 
33  un  Mémoire  de  Bouguer  sur  les  lignes  courbes  , propres 
» à former  les  voûtes  en  dôme.  L’auteur  fait  voir  qu’on 
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» peut  employer  pour  cela  une  infinité  de  lignes  courbes , 
» et  en  même  temps  il  indique  la  manière  de  choisir  les  plus 
>3  avantageuses.  Il  suppose  toujours  que  les  voussoirs  ont 
33  leurs  surfaces  infiniment  polies  ; il  établit  , d’après  cette 
33  hypothèse,  les  conditions  de  l’équilibre  dans  chaque  assise 
3;  horizontale  d’une  voûte  en  dôme.  On  voit  que  ce  pro- 
» blême  a de  l’analogie  avec  celui  de  la  chaînette  retournée 
33  pour  les  voûtes  en  berceau.  Bouguer  n’a  dailleurs  donné 
33  aucune  méthode  pour  déterminer  la  poussée  des  voûtes 
33  en  dôme  ; il  n’a  point  examiné  la  loi  des  forces  qui  doi- 
33  vent  agir  sur  les  voussoirs  lorsque  la  courbe  génératrice 
33  est  assujétie  à des  conditions  données  3 matière  féconde 
33  en  problèmes  curieux  et  utiles. 

» Tels  sont  les  ouvrages , au  moins  ceux  qui  m’étaient 
33  connus  , sur  l’équilibre  des  voûtes,  lorsqu’en  1770 , comme 
» les  dates  en  font  foi,  je  traitai  la  question  dans  toute  sa 
» généralité  , tant  pour  les  voûtes  en  berceau  que  pour  les 
33  voûtes  en  dôme.  J’examinai  tout  ce  qui  regarde  la  figure 
» et  la  poussée  de  ces  deux  espèces  de  voûtes , dans  deux 
33  mémoires  imprimés  parmi  ceux  de  l’Académie  des  Scien- 
33  ces  de  Paris,  pour  les  années  1774  et  1776.  Ce  travail  fut 
30  entrepris  à l’occasion  du  dôme  de  l’église  de  Sainte-Gene- 
33  viève  ( aujourd’hui/e  Panthéon  français)  commencée  par 
33  le  célèbre  architecte  Souflot , et  achevée  sur  ses  dessins. 
33  Les  piliers  et  les  colonnes  qui  portent  ce  dôme  ayant  été 
>3  regardés  par  quelques  critiques,  peu  versés  dans  la  mé- 
33  canique  , comme  insuffisans  pour  en  soutenir  la  poussée  , 
33  je  fus  engagé  à chercher  la  vraie  formule  générale,  alors 
33  inconnue  , pour  déterminer  la  poussée  des  voûtes  en 
33  dôme,  comme  la  Hire  a déterminé  celle  des  voûtes  en 
33  berceau.  L’application  que  je  fis  de  ma  formule  au  sujet 
33  en  question,  prouve  que  les  piliers  avaient  une  épaisseur 
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» suffisante  pour  résister  au  renversement  3 aussi  l’édifice 
» n’a-t-il  éprouvé  à cet  égard  aucun  mouvement.  Mais  par 

l’usage  vicieux  où  l’on  était  alors  de  creuser  le  lit  des 
» pierres  vers  l’intérieur,  il  est  arrivé  que  le  tassement, 
» occasionné  par  la  charge  supérieure  du  dôme , a fait 
» éclater  les  pierres  vers  lesparemens , et  que  presque  toutes 
» les  colonnes  ont  éprouvé  les  funestes  effets  de  ce  tasse- 
» ment.  Souflot,  lui-même , qtii  en  eut  une  crainte  antici- 
» pée , entreprit  de  faire  des  expériences  pour  déter- 
y>  miner  la  résistance  dont  les  pierres  sont  capables  sans 
» s’écraser  sous  des  pressions  données.  Il  mourut  en  1780, 
» avec  la  malheureuse  certitude  oculaire  , que  les  piliers  de 
» son  dôme  commençaient  à se  briser  vers  les  bords.  Sa  ma- 
» chine  à écraser  les  pierres  a été  dans  la  suite  fort  perfec- 
» tionnée  par  le  cit.  Rondelet , qui  a fait  un  grand  nombre 
» d’expériences  sur  la  résistance  des  pierres  de  différentes 
5»  espèces  et  de  différentes  dimensions  : il  a déjà  publié  une 
» partie  de  ce  travail  dans  son  Mémoire  historique  sur  le 
y>  Panthéon  français  (1793)3  il  l’a  continué  avec  succès  , et 
y>  on  en  doit  attendre  les  plus  grands  avantages  pour  la  con- 
y>  naissance  de  cette  branche  importante  de  l’architecture, 
» J’ajouterai  ici  qu’on  a pris  en  dernier  lieu  des  précautions 
» efficaces  contre  les  progrès  de  l’affaissement  du  dôme  du 
j>  Panthéon  français. 

» Le  tome  7 des  ouvrages  présentés  à l’Académie  des 
» Sciences,  contient, sous  la  date  de  l’année  1773,  un  beau 
» Mémoire  du  cit.  Coulomb , aujoud’hui  membre  de  l’Ins- 
» titut  national , sur  quelques  problèmes  relatifs  à l’archi- 
y>  tecture.  Parmi  ces  problèmes  se  trouve  celui  de  l’équilibre 
» des  voûtes  en  berceau  , que  l’auteur  ajraité  par  une  mé- 
» fhode  dirigée  vers  Futilité-pratique. 
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» En  1785  , le  cit.  Mascheroni  fit  imprimer  à Bergame  un 
» ouvrage  intitule  : Nuove  Richerche  sull’  equilibrio  delle 
» volte , dans  lequel  il  y a des  propositions  curieuses  sur 
» l’équilibre  des  voûtes  , principalement  sur  l’équilibre  des 
» voûtes  en  dôme,  à bases  circulaires,  elliptiques  et  poly- 
» gonales.  L’auteur  reconnaît  lui-même  que  mes  deux  Mé- 
» moires  ne  lui  ont  pas  été  inutiles. 

» Un  grand  nombre  de  nouvelles  réflexions  théoriques 
}>  et  expérimentales  que  j’ai  faites , depuis  mes  premiers 
» essais , sur  toute  cette  matière  , m’ont  déterminé  à la  re- 
» prendre  et  à la  traiter  avec  toute  l’étendue  nécessaire  pour 
» rendre  mes  recherches  utiles  aux  mécaniciens-géomètres. 
"»  J’ai  d’ailleurs  toujours  suivi  mes  anciens  principes  : j’aurai 
» donc  pu  donner  mes  additions  en  forme  de  supplément  à 
» mes  deux  Mémoires  \ mais  cela  aurait  demandé  une  foule 
» de  citations  et  de  renvois,  incompatibles  avec  la  méthode 

et  la  clarté  , qui  ne  peuvent  avoir  lieu  lorsque  chaque 
» chose  n’est  pas  à sa  véritable  place.  J’ai  préféré  de  refondre 
y entièrement  mes  deux  Mémoires , et  d’y  incorporer  les 
y additions , de  telle  manière  que  le  tout  forme  maintenant 
» un  ouvrage  comme  nouveau. 


» Je  considérerai  séparément  l’équilibre  des  voûtes  en 
y berceau,  et  celui  des  voûtes  en  dôme.  » 

Après  avoir  fait  connaître  le  travail  de  M.  Bossut , il  me 
resterait  à donner  un  précis  du  mien.  Un  coup  d’œil  sur  ma 
table  sommaire  suffit  pour  donner  une  idée  du  plan  que  j’ai 
adopté  et  des  matières  que  j’ai  traitées.  Je  n’ajouterai  que 
quelques  réflexions. 

Pans  le  premier  chapitre , j’expose  les  principes  de  l’équi- 
libre entre  les  voussoirs  d’une  voûte  en  berceau,  en  sup- 
posant ces  voussoirs  soumis  à deux  espèces  de  forces  et  de 

plan 
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plan  sans  frottement.  La  solution  de  ce  problème  général  que 
j’ai  donnée  dans  le  n°  4 est  entièrement  nouvelle  : elle  est 
simple  et  conduit  à une  équation  différentielle  qui  dans 
les  applications  se  prête  à des  intégrations  faciles.  J’ai  consi- 
déré le  sujet  sous  les  différens  points  de  vue  qu’il  présente, 
et  j’ai  appliqué  mes  formules  aux  courbes  les  plus  usitées , 
ainsi  qu’à  d’autres  qui  pourraient  être  employées  avantageu- 
sement. 

Dans  le  chapitre  2 , j’ai  traité  de  la  poussée  des  voûtes  en 
berceau  , problème  qui  ne  saurait  être  résolu  rigoureuse- 
ment , à cause  des  données  physiques  qu’il  faut  considérer. 
Après  avoir  rapporté  les  hypothèses  connues , j’ai  fait  voir 
l’inexactitude  de  celles  de  La  Hire  , à cause  de  l’incertitude 
du  joint  de  rupture  dont  la  position  varie  suivant  la  figure 
de  la  voûte.  J’ai  prouvé  qu’on  ne  pouvait  se  dispenser  de 
faire  entrer  dans  le  calcul  les  effets  du  frottement,  et  il  en 
est  résulté  une  théorie  entièrement  nouvelle  , qui  a l’avan- 
tage de  bannir  l’arbitraire  dans  la  détermination  du  joint  de 
rupture.  C’est  aux  géomètres  à juger  le  mérite  de  cette 
partie  de  mon  travail , qui  me  paraît  la  plus  importante. 

Dans  les  chapitres  3 et  4 , j’ai  traité  , pour  les  dômes  à 
bases  circulaires  , les  mêmes  questions  que  j’avais  examinées 
dans  les  deux  premiers  chapitres  à l’égard  des  voûtes  en 
berceau.  J’ai  fait  remarquer  une  singularité  assez  frappante  ; 
savoir , que  la  surface  d’extrados  doit  se  terminer  à la  clef 
par  une  flèche  ou  pyramide  qui  s’étend  à l’infini,  à moins 
que  le  rayon  de  courbure  de  l’intrados  à la  clef  ne  soit 
infini. 

Dans  le  chapitre  5 , j’ai  traité  des  dômes  à base  régulière 
et  polygonale  , ainsi  que  de  ceux  dont  les  joints  n’étant  pas 
normaux , concourent  en  un  même  point. 
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Enfin  , j’ai  terminé  mon  Ouvrage  par  une  appendice  sur 
les  anses  de  panier  , espèces  de  courbes  usitées  dans  la 
construction  des  ponts.  Je  ne  connais  aucun  traité  sur 
cette  matière  , qui  cependant  présente  de  l’intérêt. 

J’ai  examiné  plusieurs  questions  que  n’a  point  traitées 
M.  Bossut,  j’ai  osé  relever  quelques  inexactitudes  qui  ont 
échappé  à ee  savant  géomètre.  Mon  estime  pour  son  nom 
et  mon  respect  pour  son  grand  âge , ont  dû  céder  aux 
devoirs  impérieux  que  commandent  l’intérêt  de  la  science  et 
l’amour  de  la  vérité.  J’ai  d’ailleurs  pensé  que  l’importance 
du  sujet,  aussi  bien  que  l’intérêt  des  architectes  et  ingénieurs, 
exigeaient  que  la  matière  fût  plus  développée  , ce  qui  m’a 
déterminé  à l’étendre  dans  un  cadre,  environ  quatre  fois  plus 
grand.  Je  ne  prétends  pas  cependant  avoir  épuisé  une  ma- 
tière qui  est  très-féconde  ; mais  ce  que  j’en  ai  dit  peut  suffire 
aux  architectes-géomètres  pour  les  guider  dans  tous  les  cas 
qui  peuvent  se  présenter.  C’est  pour  eux  uniquement  que  mon 
livre  est  destiné , parce  que  les  bonnes  méthodes  de  cons- 
truction , fondées  sur  des  théories  rigoureuses  , ne  peuvent 
devenir  communes  qu’a  près  avoir  été  adoptées  par  les  ingé- 
nieurs instruits  : je  m’estimerai  heureux  si  mon  travail  a pu 
mériter  leur  suffrage. 

Déjà  plusieurs  savans  géomètres,  MM.Deprony,  Lacroix, 
Puissant,  etc.,  ont  bien  voulu  s’expliquer  avantageusement 
sur  ma  Statique  des  Voûtes:  on  me  permettra  de  rapporter 
ici  la  lettre  écrite  à ce  sujet  par  M.  Depronyà  M.  Houdouard. 
Le  suffrage  honorable  qu’elle  renferme  me  fait  espérer  que 
mes  efforts  n’auront  pas  été  tout-à-fait  inutiles  au  progrès 
de  la  science. 
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L’ÉQUILIBRE  DES  VOÛTES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L’ÉQUILIBRE  ENTRE  LES  YOUSSOIRS  D’UNE  VOÛTE 

EN  BERCEAU. 

# SECTION  PREMIÈRE. 

Problème  général 

Etant  donné  l’intrados,  trouver  l’extrados,  et  réciproquement: 
ou  bien,  étant  donné  l’intrados,  trouver  la  loi  des  forces,  et  réci** 
proquement. 

i . On  sait  qu’on  appelle  voûte  une  surface  courbe  en  pierres  , 
qui  recouvre  une  base  de  figure  quelconque.  Si  cette  surface  est 
engendrée  par  le  mouvement  d’une  ligne  courbe  parallèlement  à 
elle-même,  la  voûte  est  dite  en  berceau.  Si  la  voûte  est  engendrée 


2 THÉORIE 

par  ia  révolution  d’une  courbe  tournant  autour  d’un  axe  vertical, 
elle  prend  le  nom  de  dôme  a base  circulaire  } etc. 

Les  pierres  dont  est  composée  la  voûte  sont  des  espèces  de  coins 
ou  de  pyramides  tronquées,  appliquées  les  unes  contre  les  autres; 
on  les  nomme  voussoirs , et  les  faces  par  lesquelles  ils  se  touchent 
s’appellent  joints.  Les  joints  doivent,  tant  pour  la  grâce  que  pour 
la  solidité  de  la  construction,  être  perpendiculaires  à la  surface  in- 
térieure de  la  voûte,  qu’on  appelle  intrados ; la  surface  extérieure 
est  nommée  extrados. 

On  sent  que  chaque  voussoir  fait  un  effort  pour  écarter  ceux  qui 
le  touchent  : cet  effort  est  vaiéable  pour  chacun,  et  dépend  de  sa 
position.  La  voûte  la  plus  parfaite  serait  celle  où  les  efforts  des 
différens  voussoirs  seraient  tellement  combinés,  qu’en  les  suppo- 
sant polis  et  sans  frottement,  tous  ces  efforts  se  détruiraient  mu- 
tuellement ; car  alors  il  y aurait  équilibre  entre  les  diverses  parties 
de  la  voûte  : il  ne  resterait  plus  qu’à  donner  aux  murs  ou  pieds- 
droits  qui  supportent  la  voûte,  l’épaisseur  suffisante  pour  résister 
à la  poussée , c’est-à-dire  à l’effort  de  la  voûte  pour  renverser  les 
pieds-droits. 

C’est  dans  ce  problème  général  que  consiste  la  théorie  de  l’équi- 
libre des  voûtes.  Il  est  rare  que  les  Architectes  se  conforment 
aux  principes  de  la  Statique , et  si  l’on  ne  voit  pas  toutes  les  voûtes 
s’écrouler  après  qu’on  a enlevé  le  cintre,  c’est  uniquement  le  frot- 
tement et  la  liaison  du  mortier  qui  préviennent  cet  accident. 

Nous  examinerons  d’abord  les  conditions  de  l’équilibre  entre 
les  voussoirs  des  voûtes  en  berceau  : nous  déterminerons  ensuite 
la  poussée  et  l’épaisseur  des  pieds  droits  ; puis  nous  passerons 
aux  voûtes  en  dôme,  en  suivant  le  même  ordre  que  pour  celles 
en  berceau. 

Les  voussoirs  peuvent  être  sollicités  par  des  forces  de  différentes 
espèces  : nous  examinerons  ce  problème  général  dans  un  autre 
article.  Pour  aller  du  simple  au  composé , nous  commencerons  par 
le  cas  le  plus  ordinaire,  celui  où  les  voussoirs  ne  sont  soumis 
qu’à  l’action  de  leur  propre  poids. 

2.  Solution  pour  le  cas  où  les  voussoirs  ne  sont  soumis  qu  a l’action 
de  la  pesanteur.  EFF'E',  EFMN,  E'F'M'N',  (fig.  i)  sont  trois  coins 
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pesans,  sans  frottement;  les  deux  derniers  reposent  sur  les  deux 
plans  inclinés  et  symétriquement  placés  MN , M'N',  et  le  premier 
repose  entre  les  deux  autres  : on  demande  l’équation  d’équilibre 
entre  ces  trois  coins. 

Soit  2M  le  poids  du  coin  EFF'E',  N celui  de  chacun  des  deux 
autres;  g l’angle  aigu  NRV  formé  par  le  joint  NM  avec  la  verti- 
cale VR;  et  l’angle  aigu  formé  par  le  joint  EF  avec  la  verticale. 
Soit  VT  une  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  EF , V le 
point  où  elle  rencontre  la  verticale  passant  par  le  centre  de  gra- 
vité du  coin  V,  et  T le  point  où  felle  rencontre  la  montée  pro- 
longée ou  la  verticale  passant  par  la  clef. 

Le  poids  du  coin  intermédiaire,  ou  la  force  2M,  peut  être  sup- 
posée appliquée  au  point  T de  sa  direction,  et  décomposée  en 
deux  autres  égales  TR , TR'  : de  même  la  force  N peut  être  sup- 
posée agir  au  point  V de  sa  direction,  et  décomposée  en  deux 
autres,  l’une  VI,  perpendiculaire  au  plan  MN  et  détruite  par  ce 
plan  , l’autre  Yh,  directement  opposée  à la  force  TR.  Il  faudra 
donc , pour  l’équilibre,  qu’on  ait  TR  — Y h : cherchons  l’expression 
de  ces  deux  lignes. 

Si  la  force  2M  est  représentée  par  T;,  et  si  on  mène  l’horizon- 
tale Rg  , on  verra  aisément  qu’on  a TR  = iR  ; Tg  = M ; 

RT£  = R£T=qo°  — et)  tKg  = ci)  d’où  l’on  tire  TR  = - — . On 

■ sin  A 


trouvera  de  même,  que  dans  le  triangle  Yvh,  on  a (en  faisant 
,Ve  = N)  Yvh— 90° — g;  vYh  =go°-f-a;  vhV  = g — a;  d’où  l’on 

• -rri  N COS  6 T > ' .*  j)  > M*i  1 • , N COS  2 ]VÏ 

tme  V«=- — 7 -.  L équation  d équilibré  devient  -7—, -=  -, — . 

sin  (2  — £t)  1 1 sin( — a)  sirut* 


d’où  il  est  aisé  de  tirer  Mtangg  = (M-f-N)  tang  et (1). 

Si,  au  lieu  de  chercher  l’équilibre  entre  trois  coins,  nous  eussions 
regardé  la  montée  TO  comme  un  plan  inébranlable , et  cherché 
l’équation  d’équilibre  entre  les  deux  coins  SS'FE,  EFMN,  retenus 
entre  les  plans  SS'  et  MN,  il  est  évident  que  nous  serions  arrivés 
à la  même  équation  (1).  Cette  équation  exprime  donc  la  relation  qui 
doit  toujours  exister  entre  les  masses  M,  N de  deux  portions  de 
voûte  SS'FE,  EFMN,  et  les  angles  et  et  g,  quelles  que  soient  d’ail- 
leurs les  figures  de  l’extrados  et  de  l’intrados,  du  moins  tant  que  la 
voûte  n’est  soumise  qu’à  la  force  de  la  pesanteur. 
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Comme  rien  jusqu’ici  ne  détermine  la  grandeur  du  coin  EFNM, 
on  peut  supposer  que  l’autre  SS'FE  demeurant  le  même,  N de- 
vienne N-f-AN,  et  lange  devienne  tang£-{- A tange.  Alors  l’équa- 
tion (i)  se  change  en 

M (tang  e -f-  A tang  e)  = ( M -j-  N -f-  AN)  tanga  ; 

de  laquelle  retranchant  l’équation  (i)  on  tirera 

A (tang g) 
tang  et 

Cette  équation  (2)  exprime  la  relation  entre  la  masse  AN  d’un 
voussoir  quelconque,  et  l’incrément  ou  accroissement  fini  A(tange), 
qui  est  donné  par  l’angle  que  forment  les  deux  joints  qui  tei’minent 
ce  voussoir.  Si  la  matière  de  la  voûte  est  homogène,  on  pourra 
prendre  pour  M et  N les  aires  au  lieu  des  poids.  L’équation  (2) 
peut  servir  à déterminer  par  points,  soit  l’extrados,  soit  l’intrados, 
quand  on  connaît  l’un  des  deux.  Mais  nous  exposerons  plus  bas 
un  moyen  plus  commode,  qui  consiste  à calculer  la  longueur  de 
chaque  joint. 

Après  avoir  consîJové  une  euîte  Je  coins  ou  voussoirs  d’une 
grandeur  finie,  il  faut  passer  au  cas  où  ces  voussoirs  étant  infini- 
ment petits  , la  suite  des  joints  forme  une  courbe  d’intrados  et  une 
courbe  d’extrados.  Soit  (fig.  2)  MN  un  joint  quelconque  faisant 
avec  la  verticale  un  angle  e ; ?nn , un  autre  joint  infiniment  proche; 
SP=x,  PM=j-,  les  coordonnées  du  point  M.  En  imaginant  un 
autre  joint  fixe  EF  et  désignant  par  M la  masse  du  coin  SS'FE , 
par  N celle  du  coin  variable  EFMN,  et  par  a l’angle  formé  par  le 

joint  EF  , on  aura  tangg  = ^ : l’équation  (x)  deviendra 

Mg=(M+N)tang« (3): 

ce  sera  l’équation  de  l’intrados  , en  observant  que  N est  une  fonc- 
tion de  oc,  y , qui  doit  être  donnée,  soit  par  la  position  de  l’ex- 
trados, s’il  est  connu,  soit  par  toute  autre  condition  de  la  question. 

On  peut  trouver  encore  une  équation  plus  simple  pour  caracté- 
riser l’état  d’équilibre.  Si  le  voussoir  N est  très-petit,  ce  qu’il  faut 


(2). 
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supposer  pour  passer  du  polygone  à la  courbe , on  a N = dM  et 
tangÊ  = tanga-f- J.tanga:  faisant  ces  substitutions  dans  l’équa- 
tion (i) , elle  devient 


M 


dM 


d.tang  * 


•(4), 


propriété  très-remarquable.  Cette  dernière  équation  étant  écrite 
ainsi:  ~ et  intégrée,  donne  logM=  log  tan  g a -f  loge; 

d’où 

— = c (5). 

Cette  équation  fournit  cette  autre  propriété  remarquable,  savoir, 
que  l’espace  M compris  entre  l’intrados  et  l’extrados  est  toujours 
quarrable  puisqu’il  est  égal  à c tanga,  et  que  le  rapport  de  cette 
aire  à la  tangente  de  l’angle  correspondant  a est  invariable.  Ces  pro- 
priétés nous  seront  utiles  par  la  suite.  Nous  ferons  voir  que  la 

quantité  exprime  la  poussée  horizontale  de  la  demi-voûte. 

Il  reste  à trouver  la  longueur  d’un  joint  de  lit  quelconque.  En 
conservant  les  notations  du  précédent  7 et  nommant  de  plus 
l’arc  SM  =s  , R le  rayon  de  courbure  MI  du  point  M de  l’intra- 
dos, et  K la  grandeur  cherchée  du  joint  MN,  on  aura  l’angle 
MI/72  = dé;  Mm—  ds  — Vtdi  (en  appelant  i le  rayon  des  tables); 
l’arc  NL  décrit  du  point  I comme  centre  (R-j-K)<&. 

En  remarquant  que  le  triangle  NrcL  est  infiniment- petit  du  second 
ordre , on  trouvera  que  la  surface  du  petit  voussoir  MN««  est 

K J<R-KK).  Mais  l’équation  (2)  donne  JN=M ^-n-^  = — : 

' * ' ' tang*  tang*.cos2g 

or  dN  est  aussi  l’aire  du  petit  voussoir  MN/wra.  Égalant  les  deux 
expressions  de  cette  aire,  et  résolvant  l’équation  qui  en  résulte,  on 

en  tire  K = — R -f- 


aM 


tang*.  cos2  g 


R*,  ou  en  mettant  pour 


cos2 g sa  valeur  et  remplaçant  par  la  lettre  cia  quantité  cons- 


tante 


=ï= K = -R  + l/f;+R-. 


On  peut  dès  à présent  déterminer  la  constante  c,  en  observant 
qu’à  la  clef,  on  a ds  — dj,  et  qu’en  appelant  k l’épaisseur  SS'  de 
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la  voûte  en  ce  point,  on  doit  avoir  aussi  K = Æ.  Soit  donc  r ce 
que  devient  R à la  clef,  on  trouvera  C = kz  2rk}  et  l’on  aura 
finalement 


R = — R 4-  \X (Je  -f-  2 rk)  ~ + R2 (6). 

Cette  équation  (6)  fournit  le  moyen  le  plus  simple  de  construire 
l’extrados  quand  on  connaît  l’intrados. 

On  peut  avoir  besoin  de  connaître  la  nature  de  l’une  des  deux 
courbes  d’intrados  ou  d’extrados,  quand  on  connaît  l’autre  : je  vais 
chercher  les  relations  qui  existent  entre  les  coordonnées  de  l’une 
et  celles  de  l’autre. 


3.  Relations  entre  les  coordonnées  de  l’intrados  et  celles  de  l’ex- 
trados. Soit  (fîg.  5)  SQ  = a:#  et  QN  =y'y  deux  coordonnées  rec- 
tangulaires de  l’extrados.  Ayant  mené  la  verticale  MH,  on  aura 
MH  = x — x' ; HN ~j' — J'y  MN  = K.  En  comparant  le  triangle 
MNH  avec  le  triangle  infiniment  petit  formé  par  dxy  dy}  ds  qui  lui 
est  semblable , on  trouvera  aisément  les  deux  équations  suivantes  : 

, Kntr  , Kc?y 

J —y  — -JJ-  y ~ — ~ = ds- 

Éliminant  R entre  ces  deux  équations  et  l’équation  (6) , on 
aura  les  deux  suivantes  : 

(/—  j)df— ' (x*~x')dx  = o (7), 


Par  le  moyen  de  l’équation  de  l’intrados,  y^fÇx),  on  fera  dis- 
paraître des  équations  (7)  et  (8),  dy , dx , ds  et  R,  ainsi  que  y: 
on  aura  alors  deux  équations  entre  x,  x',  ÿ > desquelles  élimi- 
nant x,  il  viendra  l’équation  cherchée  de  l’extrados  entre  x'  et y'} 
il  est  évident  que  le  pi'oblème  sera  toujours  possible. 

Si  au  contraire  on  connaît  l’extrados  et  qu’on  demande  l’intrados, 
il  faudra  éliminer  x'  et  y'  des  deux  équations  ci-dessus  et  de 
y = fiyf)  : il  viendra  une  équation  différentielle  du  second  ordre 
entre  x et  y , qu’il  faudra  intégrer  deux  fois  : on  aura  deux  cons- 
tantes nouvelles  c et  c",  outre  c qu’il  faut  remettre  dans  l’équa- 
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tion  (8)  à îa  place  de  Aa-f-  2 rk.  On  déterminera  ces  trois  constantes 
par  les  conditions,  i°,  qu’on  ait  x=o,  quand  j = o;  20.  qu’on  ait 


dx 


~ =0,  quand  oc=o;  3°.  jc—a,  quand  J—k.  On  voit  que  le  second 

m | 

problème  est  toujours  plus  difficile  que  le  premier , et  permet  de 
remplir  certaines  conditions  ; tandis  que  le  premier  est  déterminé 
et  algébrique. 


4-  Solution  plus  générale.  Dans  les  articles  précédens,  les  vous- 
soirs  n’étaient  soumis  qu’à  la  seule  action  de  leur  propre  poids. 
Les  formules  que  nous  avons  trouvées  suffisent  pour  déterminer 
l’intrados  par  l’extrados , et  réciproquement. 

Mais  les  voussoirs  peuvent  être  soumis  à d’autres  forces  que  celles 
de  la  pesanteur.  Nous  allons  résoudre  le  problème  général,  en  sup- 
posant les  voussoirs  soumis  à deux  espèces  de  forces , les  unes  nor- 
males, les  autres  verticales,  et  toutes  deux  variables  pour  chaque 
point  de  l’intrados.  On  peut  ramener  à ce  cas  tous  les  autres. 

Première  solution.  Quelles  que  soient  la  grandeur  et  la  direction 
des  forces  qui  agissent  sur  la  voûte,  on  peut  toujours  îa  concevoir 
composée  de  trais  coins  EFNM  , E'F'N'M',  EFE'F'  (fig-  4),  dont 
les  deux  premiers  sont  égaux  et  symétriquement  placés.  L’équilibre 
devra  avoir  lieu  non-seulement  entre  ces  trois  coins,  mais  encore 
entre  les  parties  ou  voussoirs  qui  composent  chaque  coin:  de  plus, 
l’équilibre  devra  encore  subsister,  si  on  fait  varier  de  grandeur  le 
coin  du  milieu  et  les  deux  adjacens,  ou  seulement  les  deux  coins 
extrêmes  par  la  variation  des  plans  MN,  M'N'  le  coin  EFE'F'  res- 
tant le  même.  Nous  allons  employer  ce  dernier  principe,  comme 
étant  plus  simple. 

Soit  a,  l’angle  formé  par  la  verticale  avec  le  joint  fixe  EF,  e ce- 
lui que  fait  la  même  verticale  avec  le  joint  MN  variable  de  position, 
P la  force  normale  et  variable  qui  presse  chaque  point  de  l’intra- 
dos , et  Q la  force  verticale  et  variable  de  grandeur  seulement  qui 
agit  sur  le  même  point.  Quelles  que  soient  les  grandeurs  et  les  di- 
rections des  forces  P et  Q qui  agissent  sur  le  coin  intermédiaire  EF', 
leur  résultante,  que  j’appelle  2M,  sera  nécessairement  verticale  et 
passera  par  la  clef. 

Si  on  élève  sur  le  milieu  de  EF , une  perpendiculaire  qui  ren~ 
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- contre  en  T la  montée  prolongée,  et  qu’on  décompose  la  force 
aM=Tz  en  deux  autres  TR,  TR',  il  faudra  que  ces  deux  forces 
soient  détruites  par  celles  qui  agissent  sur  les  deux  coins  sur  les- 
quels repose  celui  du  milieu. 

Soit  Ve  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  le  coin 
MNFE , et  V le  point  où  elle  est  rencontrée  par  TV  : si  on  la  dé- 
compose en  deux  autres , l’une  VI  perpendiculaire  au  plan  MN, 
par  lequel  elle  sei’a  détruite,  et  l’autre  VH,  il  faudra,  pour  l’équi- 
libre , qu’on  ait  VH  = TR. 

M 

Nous  avons  vu,  article  2,  qu’on  a TR  = - — : reste  à trouver 
7 7 *■  sin  a 

l’expression  de  VH. 

Je  décompose  la  force  normale  P qui  agit  sur  chaque  point  de 
l’élément  ds  de  l’arc  EM , et  qui  est  P ds , en  deux , l’une  hori- 
zontale, qu’on  verra  être  Vds~  ou  P dx;  l’autre  verticale,  qui 

sera  P dy.  La  somme  des  premières  qui  agissent  sur  l’arc  fini  ME 
est  fŸdx-,  celle  des  secondes  est  f^dj\  ces  intégrales  étant  censées 
prises  depuis  le  point  E jusqu’au  point  M. 

Quant  aux  forces  Q,  leur  résultante  pour  l’are  ME  sera  fQds. 

Puisque  nous  avons  représenté  par  Ve  la  résultante  unique  des 
trois  groupes  de  forces  ci-dessus,  si  on  construit  un  parallélo- 
gramme sur  celle  ligne,  comme  diagonale,  et  dont  les  côtés  soient 
l’un  horizontal  , l’autre  vertical , on  aura  Xx  = fVdx  et 
Xr=fPdj-\-fQds. 

Soit  prolongée  Xr  jusqu’en  f,  on  aura  les  angles  VI/==e — et; 
Wf  = 900  — £ ; ifv  = 90°  — • ce  ; fvr=  a ; on  trouvera  fv  = ; 

rf  = tang  ce . rv  ; \f  = ■j;—— - ; d’où  l’on  conclut  aisément 

.yjj cos  e (/Pdy  -f-  fQds  -f-  tang«t  fVdx)  fVdx M 

' sin  (s— a)  cosst  sin  a. 

Telle  est  l’équation  d’équilibre  qui , par  de  simples  transforma- 
tions , se  met  d’abord  sous  la  forme  suivante  : 


M 


sin  « 


( co  s a tang  £ — sinst)  = fVdjr  ~\-fQds-{-  tang  ifVdx. 


Pour 
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Pour  faire  disparaître  le  signe  et  éviter  l’indétermination  du 
point  E , d’où  se  comptent  les  intégrales,  il  faut  différentier  deux 
fois  de  suite  l’équation  ci-dessus,  en  se  rappelant  que  M et  ot  sont 

dx 

constans.  Mettant  ensuite  pour  tangs  sa  valeur  j~  , on  arrive 

- m*  ' ' ~ - y 


à l’équation  d 


jjd( 


dx  \ 

dy  ) . 


-f-  d f -f-P(£r=o,  à laquelle 


on  donne  la  forme  suivante , plus  commode , en  y introduisant  le 

ds3 

rayon  de  courbure  R = , ■ , 

<K§) 

d (PR  I)  + d C2^)  + p‘fc  = O (9)- 

Pour  faire  usage  de  l’équation  (9),  il  faudra  y substituer  pour  P 
et  Q leurs  valeurs  données  par  la  nature  de  la  question,  et  pour  R 
une  des  valeurs  suivantes,  que  l’on  choisira  de  manière  à avoir 

, ds 3 ds3 

l’intégration  la  plus  simple,  savoir , R = Z-d^dFZ  » R ^ 7dy\ • 

-dx’-‘\dx) 

T,  ds3  -r,  dxds  dyds  • , 

R = ^==  suivant  T*oa  * 

dy) 


R == 


ds 3 


dy\d(^ 


fait  constant  dx , ou  dy , ou  ds. 


5.  On  trouverait  une  autre  solution,  en  suivant  une  autre  marche; 
On  pourrait  chercher  l’équation  d’équilibre,  en  considérant  le 
voussoir  du  milieu  comme  étant  d’une  grandeur  finie,  mais  variable 
et  terminé  par  les  coordonnées  x et^,  et  regardant  les  voussoirs 
voisins  comme  infiniment  petits,  oc.  serait  variable  et  l’on  aurait 
e=  a.-\-dx‘,  Vjc=P dx  ; Yr=T*dy  Qds.  Les  forces  fVdx  se  dé- 
truiraient pour  les  deux  moitiés  du  voussoir  du  milieu  ; l’on  aurait 
T t=  zfVdy zfQds  : en  se  conduisant  comme  dans  la  première 
solution,  faisant  attention  que  cosda.  = i;  sin  da  =2  da}  et  reje- 
tant les  différentielles  des  ordres  supérieurs,  on  trouve  l’équation 
suivante  : 


d (PR  d£)  + d (QR  = Vdjr  + Qds. .......  .(10). 
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Celte  équation  est  plus  composée  que  1’équation  (9),  sans  êlré 
plus  générale  : elle  donne  les  mêmes  intégrales  dans  les  appli- 
cations. 

6.  Troisième  solution.  En  considérant  la  courbe  cherchée  comme 
un  polygone  d’une  infinité  de  côtés,  on  en  prend  trois  consécutifs, 
aby  bc , cd  ( fig.  5 et  6),  et  supposant  les  forces  appliquées  aux 
angles,  on  décomposera  celles  qui  sont  appliquées  à un  même 
angle , chacune  en  deux  autres  dirigées  suivant  les  deux  côtés  de 
cet  angle:  alors  la  condition  générale  de  l’équilibre,  est  que  pour 
chaque  côté  intermédiaire,  tel  que  bc  (fig.  5),  la  somme  des  forces 
qui  agissent  de  b vers  c soit  égale  à la  somme  de  celles  qui  agissent 
de  c vers  b. 

Cela  est  fondé  sur  ce  qu’en  supposant  trois  voussoirs  quelconques 
renfermés  entre  deux  plans  immobiles,  ils  doivent  encore  être  en 
équilibre  par  l’effet  des  forces  qui  leur  sont  appliquées. 

Ici  les  forces  P appliquées  aux  angles  ^ et  c partagent  ces 
angles  en  deux  parties  égales , et  les  forces  Q sont  parallèles  à 
l’axe  des  x.  La  force  normale  qui  agit  au  point  b sur  tous  les  points 
de  l’élément  ds , est  P ds  : la  force  verticale  est  Qds.  Ces  forces  se- 
ront, pour  le  point  c , dsÇP^dF)  et  ^(Q  + JQ),  en  supposant  ds 
constant. 

Nommons  S q — x;  qa—y;  abz=.ds ; bfz=Vds.  Décomposons  la 
force  bf  en  deux  autres , suivant  les  côtés  du  polygone.  L’angle  de 
contingence  abc  formé  par  les  côtés  du  polygone  sera  exprimé 

ds 

par  en  appelant  R le  rayon  de  courbure.  Donc  l’angle  de  con- 

. 7 , ds 

üngence  bcz  sera  - 

Cela  posé,  en  se  rappelant  que  la  résultante  et  les  deux  com- 
posantes sont  représentées  en  grandeur,  chacune  par  le  sinus  de 
l’angle  formé  par  les  directions  des  deux  autres,  on  aura  ûngbe, 
où  silice  : si  nfbg  ::  P ds  : be;  donc  en  faisant  attention  que  l’angle 

fbg  est  droit,  on  a ^ : 1 ::  P ds  :6e  = PR.  Par  une  décomposi- 
tion et  un  raisonnement  semblables  pour  le  point  c,  on  trouvera 
CK  — ( P + dP)  (R  -f-  JR) . 

Décomposons  pareillement  les  forces  Q ou  bk  ( fig.  6.  ) [pour 
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éviter  la  confusion  dans  la  figure  (5)  ] en  deux  autres  dirigées  sui- 
vant les  côtés  du  polygone.  Nous  aurons  sin  ibl,  ou  sin abz,  ou 

sin  bik  .*  sinkbl  ou  sxnaby  ::  Qds  : bi , ou  ::  Qds:bi=J^¥. 

On  trouvera  de  même  pour  le  point  c,  sin  mcb  \ sin  mcn)  ou 
sin z'cy' , ou  sin(ôcy' — bcz ) Il  ds  (Q-f- dQ)  t co.  Or 

sin  (bcj — bcz)=-  sinèey'cos  bcz — sin  bcz' cos  bcj’  = 

( parce  que  le  cosinus  de  bcz'  est  censé  égal  au  rayon)  : donc 


co 


= Ç9  + Vy  + (Q-f-  dQ)  (dx -f- d'x) . 


Substituant  dans  l’équation  d’équilibre  be-\-bi~ch-\-co  les  va- 
leurs de  ces  forces,  on  a 


PR-f-  9^=(P-H/P)(RH-Æl)-f.  ±^R)  Vy+ÎÛ  _ (Q-MQ)(Æc- \-d*x) 

équation  qui  n’est  autre  chose  que  celle-ci,  en  rejetant  comme 
il  convient  les  différentielles  des  ordres  supérieurs, 

J(PR)-f-rf(2^)_QJJ;=o s (n). 

Cette  dernière  équation  revient  au  même,  et  donne  les  mêmes 
résultats  que  l’équation  (9)  de  la  première  solution,  quoiqu’elles 
se  présentent  sous  des  formes  différentes.  Cette  différence  tient  à 
la  manière  dont  les  forces  ont  été  décomposées.  L’équation  de  la 
première  solution  devra  être  préférée  comme  donnant  des  inté- 
grales plus  commodes,  lorsque  les  forces  P seront  nulles:  ce  sera 
le  contraire  quand  les  forces  Q seront  nulles,  et  l’équation  (11) 
sera  préférable. 


7.  Relation  entre  la  grandeur  du  joint  et  le  poids  qui  presse  Vin - 
trados.  Quand  on  connaît  l’intrados , et  qu’on  demande  l’extrados , 
on  peut  toujours  le  tracer  , comme  nous  avons  vu  par  l’équation  (6) 
du  n°  2,  s’il  n’y  a que  des  forces  verticales,  et  c’est  toujours  le 
moyen  le  plus  simple.  Cependant,  on  peut  avoir  besoin  de  connaître 
la  loi  des  forces  Q qui  agissent  sur  chaque  point  de  l’intrados , les- 
quelles sont  proportionnelles  aux  aires  des  voussoirs,  et  non  pas 
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aux  grandeurs  K des  joints  : il  est  donc  à propos  de  chercher  îa 
relation  entre  K et  Q. 

Dans  l’e'quation  (9)  du  n°  4>  la  quantité  Q exprime  le  poids  qui 
presse  chaque  point  du  petit  arc  ds  de  l’intrados:  le  poids  qui  presse 
cet  arc  est  donc  Qds mais  ce  poids  n’est  autre  chose  que  celui  du 
voussoir  lui-même,  ou  de  son  aire  ; or  l’expression  de  cette  aire  est 

(n°  2)  (2R+K)  : on  en  conclut 

-|(2R+R)  = Q (.2). 

Au  moyen  de  cette  équation  , lorsqu’on  connaîtra  le  rayon  R de 
courbure  de  l’intrados,  pour  un  point  quelconque  de  la  courbe, 
et  l’une  des  deux  quantités  K ou  Q,  on  trouvera  l’autre. 


8.  Nous  avons  déjà  dit  que  Faire  de  toute  voûte  équilibrée  est 
quarrable.  L’équation  (9)  du  n°  4 fournit  une  expression  simple 
de  cette  aire.  En  effet  quand  les  forces  P sont  nulles,  cette  équa- 
tion (9)  se  réduit  à un  seul  terme,  et  intégrant  elle  devient 

= . •(«)•  Pour  déterminer  la  constante  C',  il  faut  remar- 

quer qu’à  la  clef  on  a dyz=.ds\  R = r;  Q = ^,  et  que  l’équation  (12) 
donne  — (2r-\-k')  ; d’où  l’on  conclut  C'=|  k).  Substi- 

ds3 

tuant  cette  valeur  de  C',  et  pour  R sa  valeur  — r—  dansl’é- 


dx 

quation  («),  elle  devient  Qds  = |Æ(2r-f-  fyd-^ , et  intégrant  on  a 
/Q^  = aire=:M  = ^(2r-f-Â)~.. (i3). 


intégrale  qui  n’exige  pas  de  nouvelle  constante. 

M 

L’équation  — ] =C  trouvée  dans  le  n°  2,  aurait  conduit  au  même 
résultat. 
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Applications  pour  construire  V extrados  quand  on  connaît  V intrados. 

9.  L’intrados  étant  elliptique , trouver  V extrados. 

Soit  pour  intrados  une  ellipse  surhaussée  (fig.  7) , et  surabaissée 
(fig.  8) /dont  la  montée  est  a,  et  la  demi-base  b ; son  équation  sera, 

dans  les  deux  \/ 2 ax  — > x1  : on  trouvera 

R = ~ {a1  (2ax  — x>)  + b1  (a  — tf)*}*  ; r = 

dsa  <£■  . cé 

"ty  1 b a XY 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  l’équation 

K==  — R + l/V  + rf)  |i  + R-, 

feront  connaître  K. , et  serviront  à construire  par  points  l’extrados. 
On  observera  que  l’épaisseur  K de  la  voûte  va  en  augmentant  de- 
puis la  clef  jusqu’aux  naissances  où  elle  est  infinie.  A la  rigueur  , et 
abstraction  faite  du  frottement , on  voit  qu’il  ne  serait  pas  possible 
de  mettre  le  voussoir  des  naissances  en  équilibre  avec  les  autres. 
Dans  la  pratique , le  frottement  s’oppose  au  glissement  de  ce  der- 
nier voussoir. 

10.  L intrados  étant  circulaire , trouver  T extrados.  Il  suffit  de  faire 
b^a  dans  les  expressions  du  n°  précédent,  et  l’on  trouvera 

ir  t I / A2  + 2 ak 

K — — a + a\/  J—, 

On  tire  de  cette  expression  une  construction  simple  que  voici  ; 

Menez  (fig.  3)  les  horizontales  S s}  SV;  et  ayant  décrit  un  demi- 
cercle  sur  R/  comme  diamètre,  portez  Ss  de  s'  en  N',  puis  faites 
RN  = RN'  ; le  point  N appartiendra  à la  courbe  de  l’extrados.  On 
répétera  la  même  opération  pour  chaque  voussoir. 
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Si  l’on  vêtit  connaître  la  nature  de  la  courbe  d’extrados  rapportée 
à des  coordonnées  rectangulaires  x'  et ÿ 9 comme  dans  le  n°  3,  on 
aura  ici  pour y=f(x) , l’équation  y = \J i ax  — x* , et  en  se  con- 
duisant comme  il  est  prescrit  dans  le  numéro  cité , on  trouvera 
l’équation  suivante  : 

•?  =(?- *y - k‘-lak  - O * ) • 

11  faut  remarquer  ici,  comme  dans  le  n®  précédent,  que  la  gran- 
deur R des  joints  va  sans  cesse  en  augmentant  depuis  la  clef,  ce  qui 
explique  pourquoi  les  berceaux  cylindriques  d’épaisseur  égale  se 
rompent  ordinairement  vers  les  reins.  On  doit  en  conclure  que 
dans  la  construction  on  ne  doit  pas  négliger  de  fortifier  ces  ber- 
ceaux depuis  le  voussoir,  de  45®  environ  jusqu’aux  naissances. 

ii.  L'intrados  étant  parabolique construire  l’extrados. 

Soit  l’intrados  une  parabole  dont  l’équation  est  y%x=.px  : on  aura 

_ 4y%  4-  p*  . „ _ (4y% -h  p*  T 

dy » ^ 2 P1 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (6),  et  faisant  attention  qu’on 
a ici  /•  = f p , on  trouvera 

k = _ + «£+£!’  {4  k(k+P)  + Ux+Pyy. 

ap*  zp * 

Remarquons  que , dans  le  cas  présent , R va  en  diminuant  sans 
cesse  depuis  la  clef  jusqu’aux  impostes , tandis  que  c’est  le  con- 
traire lorsque  l’intrados  est  un  demi-cercle. 

Si  nous  avions  cherché  la  relation  entre  x'  et  y'  , nous  serions 
arrivés  à une  équation  très-compliquée  du  quatrième  degré.  La 
figure  g représente  la  voûte  dont  nous  venons  de  trouver  l’extrados. 

M.  Bossut  (Dynamique , Équilibre  des  Proutes))  a donné  à sa 
figure  analogue  plus  d’épaisseur  aux  naissances  qu’à  la  clef,  tandis 
que  ce  devrait  être  le  contraire.  L’architecte  du  Panthéon  français 
a commis  la  même  erreur. 
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12.  Voyons  maintenant  comment  les  équations  (g  et  n)  servent 
à trouver  la  loi  des  .forces  ou  la  loi  des  poids  des  voussoirs,  quand 
on  connaît  la  nature  de  l’intrados. 

Supposons , par  exemple  , que  les  voussoirs  ne  soient  soumis 
qu’à  l’action  de  leur  propre  poids.  Je  fais  P = o dans  l’équation 
• • ccîs2  * 

(g),  et  intégrant,  il  vient  Q = Pour  déterminer  C , suppo- 
sons qu’à  la  clef  où  ds^=.djr , on  ait  Q — y,  R — r,  l’équation 
ci-dessus  donnera  C = qr , et  l’on  aura  Q = 


qrds 2 
R df 


JKf> 

équation  qui  donnera  la  grandeur  de  la  force  Q qui  sollicite  chaque 
point  de  l’intrados,  en  y mettant  pour  sa  valeur  donnée 

par  l’équation  de  l’intrados. 

Si , par  exemple , l’intrados  est  une  demi-ellipse  dont  a soit  la 

qb\ 


montée  et  b la  demi-base , on  trouvera  Q = 

(ôa— y2)  y à4 — by  -f-  d'y* 

Cette  expression  fait  voir  que  les  forces  Q doivent  augmenter  de- 
puis la  clef  jusqu’aux  naissances  où  elles  sont  infinies. 

Supposons  actuellement  les  forces  Q = o;  l’équation  (n)  étant 
intégrée  donne  tout  de  suite  P = ^ , et  en  déterminante  comme 

ci-dessus , on  aP  = ~(j5  et  r étant  les  valeurs  de  P et  R à la 

clef)  : ce  résultat  fait  voir  que  les  forces  normales  P doivent  être 
en  raison  inverse  des  rayons  de  courbure.  Dans  le  cas  de  l’ellipse 


Pb 5 


- ; d’où  l’on  conclut  que 


ci-dessus , on  trouve  P =*  — 

(64q_  ay—byy 

la  pression  à la  clef  est  à celle  des  naissances  comme  a 3 est  à P , et 
que  dans  le  cercle  elle  doit  être  constante , résultat  qui  était  connu 


SECTION  III. 


Application.  Trouver  Vintrados  quand  on  connaît  la  loi 
des  forces  où  l'extrados. 

i5.  Le  problème  de  la  section  précédente  est  toujours  algébrique 
et  possible , quand  même  on'  n’aurait  que  l’équation  différentielle 
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du  premier  ordre  de  l’intrados.  Il  n’en  est  pas  de  même  du  pro- 
blème inverse  qui  fait  l’objet  de  la  présente  section  : sa  solution 
exige  toujours  trois  intégrations,  comme  on  va  le  voir  dans  les 
exemples  qui  suivent. 

Je  vais  chercher  quelle  est  la  courbe  d’intrados  quand  l’épaisseur 
k de  la  voûte  est  infiniment  petite.  Alors  on  a M = s , et  l’équation 

dx 

M = C tang  et  du  n®  2 , en  y mettant  pour  tang  et , devient 

Sdy  = cdx  : c’est  là  l’équation  de  la  courbe  cherchée,  qu’il  ne  s’agit 
plus  que  d’intégrer. 

On  peut  la  trouver  encore  très-simplement  d’une  autre  manière. 
Supposer  que  le  poids  M est  proportionnel  à l’arc  S , c’est  la  même 
chose  que  de  faire  constante  la  force  Q qui  presse  chaque  point  de 
l’intrados.  Si  donc  on  fait  P = o , Q = 1 dans  l’équation  (9)  du 

n°  4,  et  qu’on  intègre,  on  aura  ï^-=C,  qui,  en  y mettant  pour 
R sa  valeur  , — , devient  ds  = C.d  ( -y-  ) ; et  en  intégrant, 

on  a,  comme  ci-dessus, 

sdy  = cdx ....... 


,0), 


intégrale  qui  n’exige  pas  de  nouvelle  constante , parce  qu’elle 
s’anéantit  d’elle-même  à la  clef,  où  l’on  a s = o;  ^=0. 

Pour  intégrer  l’équation  (#)  , j’y  mets  V ds*  — dx%  pour  dy  , e t 

sds 


il  vient  dx  = 


, dont  l’intégrale  est  R-(-C'=  -f-  c2,  ou 


S=  VÎ  x -f-  c'y — c2.  Substituant  cette  valeur  de  S dans  l’équation 

(a),  il  vient  dy  = dont  on  trouve  que  l’intégrale  est 

y (x  -f-  c'y  — c* 

y = C'  — c log  {x  -{-  c'  — v/(x  h-  c'y— c2} (14). 

On  détermine  les  trois  constantes , en  assujétissant  la  courbe  à 
remplir  trois  conditions.  Par  exemple , si  le  point  S doit  être  la 

clef,  on  doit  avoir  dans  ce  point  ~ = o et  x = o ; alors  l’équa- 
tion en  dx  et  en  dy  donne  C = C'.  Si  on  veut  ensuite  que  le 

point 
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point  S soit  l’origine  des  coordonnées,  l’équation  (14)  devra  donner 
X = o et  j = o , et  on  en  tire  G"  C iog C.  Par  ces  substitutions, 
l’équation  (x4)  devient 


j = c log 


x -f-  c — y"  xa-j- 


zcx 


= clog 


2 CX 


Pour  déterminer  C,  il  faudra  qu’en  appelant  a la  montée  et  b 
la  demi-base,  l’équation  (i5)  donne  y-^=.b  quand  a : par  là 

elle  devient  b = c log  aLJr  cJ^^a  . jj  fau(Jra  déterminer  G 


par  une  espèce  de  tâtonnement. 

Remarquons  que  l’équation  (i5)  est  celle  d’une  chaînette  ren- 
versée , et  que  l’arc  s est  rectifiable  , puisqu’on  ai  = \/x*  -f-  zcx. 

Nous  avons  supposé  que  les  deux  impostes  étaient  à la  même 
hauteur  : si  cela  n’était  pas,  il  suffirait  d’imaginer  la  courbe  pro- 
longée du  côté  de  l’imposte  le  plus  bas.  La  clef  serait  toujours  le 
point  le  plus  élevé  de  la  courbe , mais  son  axe  se  rapprocherait 
davantage  de  l’imposte  le  plus  élevé.  La  détermination  de  G serait 
un  peu  différente,  mais  n’aurait  rien  de  difficile. 


A ne  considérer  que  la  solidité  de  la  construction , la  chaînette 
est  sans  contredit  la  courbe  que  l’on  doit  préférer  pour  les  voûtes 
en  berceau,  puisque  si  les  voussoirs  y sont  en  équilibre,  sans  le 
secours  du  frottement  et  du  ciment , cet  équilibre  s’affermira  bien 
plus  par  le  laps  du  temps.  Il  est  vrai  que , quelle  que  soit  la  courbe 
de  l’intrados,  on  peut  trouver,  comme  nous  avons  vu,  un  extrados 
qui  procure  aussi  l’équilibre  ; mais  la  chaînette  a seule  l’avantage, 
comme  nous  le  verrons , de  comporter  une  épaisseur  uniforme , en 
prenant  cette  épaisseur  moitié  en  dehors , moitié  en  dedans. 

L’architecte  non  géomètre  peut , en  fixant  contre  un  mur  les 
extrémités  d’une  corde  lâche  et  flexible  , tracer  l’épure  de  la  voûte. 
Voici  les  moyens  plus  exacts  que  la  Géométrie  présente. 

a étant  toujours  la  montée  et  b la  demi-base,  on  calculera  d’abord 
la  valeur  de  la  constante  C , soit  par  le  tâtonnement  d’après  la 
dernière  équation,  soit  au  moyen  de  la  série  suivante 


i 2 a 2<z3  , 26a5  622 a? 

C F HF  45F  945F 

3 


t 
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que  l’on  obtient  en  mettant  l’équation  sous  forme  exponentielle  , 
réduisant  en  série  les  termes  exponentiels,  et  déterminant  C par  la 
méthode  du  retour  des  suites. 

Ayant  trouvé  C , on  déterminera  la  longueur  de  la  courbe  par 
l’équation  SA  = \'2ca-\-a^  (fig.  io).  Soit  n le  nombre  des  vous- 

soirs , — sera  l’arc  de  chacun  d’eux.  On  fera  successivement 
7 n 


aSA 

n 


3SA 


s= , etc.  dans  l’équation  x— — c-\- 


et  l’on  aura  les  valeurs  correspondantes  de  x,  qui,  étant  substi- 
tuées dans  l’équation  (i5),  donneront  celles  de  y.  Enfin,  pour 
avoir  la  direction  des  joints , on  calculera  les  valeurs  correspon- 
dantes de  chaque  sous-normale  PR  ou  z par  l’équation 


__  yày  __  cy 


dx 


J’ai  placé  ici  une  Table  qui  a pour  objet  d’épargner  presque 
tous  les  calculs;  elle  donne  les  valeurs  de  s,  a?,jr,  z,  dans  la 
supposition  de  c = 25.  Imaginons  qu’on  ait  tracé  sur  un  carton  la 
chaînette  représentée  par  cette  Table  , en  commençant  par  les  va- 
leurs de  x et  de  y,  il  suffira  de  prendre  une  portion  plus  ou  moins 
grande  de  la  courbe,  pour  avoir  l’épure  en  petit  de  la  voûte  pro- 
posée. 

Qu’on  veuille  , par  exemple  , faire  une  voûte  dont  la  montée  a 
soit  de  dix  mètres , et  la  demi-base  b de  8 , on  aura  le  modèle  de 
cette  voûte,  en  cherchant  le  point  de  la  courbe  pour  lequel  l’ab- 
scisse SP  ou  x est  à l’ordonnée  PM  ou  j dans  le  rapport  de  io  à 8. 

On  verra  facilement  que  cela  a lieu  dans  la  Table  , lorsque 
S = 8o,  x — 58,  8i,  j = ^6 , 99.  Si  l’on  prend  donc  au  lieu  du 
i-apport  de  dix  à huit,  celui  très-approchant  de  58,  8i  à 46,  99 
pour  le  rapport  de  la  montée  à la  demi-base  ; l’arc  SA  sera  par- 
tagé en  80  voussoirs  égaux , et  la  Table  présentei’a  les  calculs  tout 
faits  pour  les  80  voussoirs  : on  pourra  les  réduire  à 4°  ou  20  ou 
10.  11  est  aisé  de  voir  comment  il  faut  se  conduire  dans  tous  les 
autres  cas.  On  pourra,  pour  simplifier,  multiplier  tous  les  nombres 
8 

de  la  Table  par  -,  ou  0,1702 , et  construire  ensuite  la  courbe  ; 

f 49-99  ' 

alors  la  demi-base  sera  8,  et  la  montée 


10,01. 
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Si  l’on  veut  avoir  le  G qui  convient  à la  chaînette  demandée , 
il  suffit  de  prendre  pour  a et  b le  premier  x et  le  premier  y de 
la  Table  corrigée  , et  d’en  substituer  les  valeurs  dans  l’équation 


jjj  = ^ — etc.  dont  le  premier  terme  suffit,  à cause  de  la  peti- 
tesse de  la  première  valeur  de  x.  On  verra  que  cela  revient  à mul- 
tiplier  le  C de  la  Table,  ou  a5  par  -g-—,  ce  qui  donne  4>255. 


Si  on  ne  trouvait  pas  dans  la  Table  un  rapport  assez  approché 
de  celui  qu’on  veut  établir  entre  la  monte'e  et  sa  demi-base  , on 
pourrait  intercaler  d’autres  termes  entre  ceux  de  la  Table,  et  ap- 
procher de  plus  près  du  rapport  donné  ; mais  cela  sera  presque 
toujours  superflu.  ( Voyez  ri*  3a.) 
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Table  des  rapports  entre  l’arc  SMz=^s>,  l’abscisse  SP  = x } l'ordonnée 
PM = y ; la  sous-normale  PR  -x=zz  p pour  la  chaînette  ordinaire 
dont  C = 2 5. 


.y 

X 

z 

5 

.y 

a; 

z 

1 

1,00 

0,02 

25,00 

26 

22,73 

n,o8 

21,86 

2 

2,00 

0,08 

24,97 

'27 

23,42 

n,8o 

21,68 

3 

2 j 99 

O,  l8 

24,94 

28 

24,°9 

12,54 

21, 5i 

4 

3,99 

0,32 

24,9i 

29 

24,76 

13,29 

21,34 

5 

4,97 

0, 5o 

24,86 

3o 

25, 4û 

i4,q5 

21,17 

6 

5,g5 

0,71 

24>79 

3i 

26,04 

i4,83 

21,00 

7 

6,92 

0,96 

24,71 

32 

26,66 

i5,6i 

20,83 

8 

7 >%7 

1,25 

24,60 

33 

27,27 

16,41 

20,66 

9 

8,82 

1,57 

24,5o 

34 

27,87 

17,21 

20,49 

ÎO 

9>75 

1,95 

24,37 

35 

28,45 

18,02 

20 , 33 

il 

10,67 

2, 3l 

,34, 26 

36 

29,o3 

18, 83 

20, 16 

12 

n,58 

2,73 

24, 12 

37 

29>5g 

*9,66 

20,00 

i3 

12,47 

3,l8 

23,98 

38 

3o,  14 

20,49 

ig,83 

*4 

i3,36 

3,65 

23,86 

39 

3o,68 

21 ,33 

^,67 

i5 

14,23 

4,i6 

23,72 

4o 

3i  ,22 

22,17 

19, 5i 

16 

15,07 

4,68 

23,55 

4i 

3i, 74 

23,02 

19,36 

*7 

i5,go 

5,23 

23,38 

42 

32,26 

23,88 

19,20 

18 

16,72 

5,8i 

23,22 

43 

32,77 

24,74 

19, °5 

19 

17,52 

6,40 

23, o5 

44 

33,27 

25,6i 

18,90 

20 

18, 3i  ; 

7,01 

22,89 

45 

33,76 

26,48 

18,75 

21 

19,08 

7,65 

22,72 

46 

34,24 

27,36 

18,61 

22 

19,84 

8,3i 

22,55 

47 

34,71 

28,24 

18,46 

23 

20,5g 

8,98 

22,38 

48 

35,i8 

29,12 

18,32 

24 

21,32 

9,66 

22,21 

49 

35,64 

3o,oi 

18,18 

25 

22  ,,  o3 

io,36 

22,  o3 

5o 

36,og 

3o,go 

18,  o5 
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Suite  de  la  Table. 


s 

T 

X 

z 

5 

y 

X 

Z 

5i 

36,53 

3i  ,80 

17,91 

76 

45,77 

55,oi 

•i5,o6 

52 

36,97 

32,70 

17,77 

77 

46,08 

55,96 

14,96 

53 

37,4o 

33,6o 

17,64 

78 

46,3g 

56, 91 

14,87 

■ 54 

37,82 

34, 5 1 

17,61 

79 

46,69 

57,86 

i4,77 

55 

38,s4 

35, 4® 

17,38 

80 

46,99 

58, 81 

CT} 

00 

56 

38,65 

36,33 

17,25 

81 

47,a9 

59,77 

i4, 5g 

5? 

3g,o6 

37,24 

17,13 

82 

47,58 

60,72 

14, 5o 

58 

3g,46 

38, 16 

17,01 

83 

47,8^ 

61,68 

14,42 

59 

39,85 

39 , 08 

16,89 

84 

48,16 

62,64 

i4,33 

6o 

4^0  j 2^ 

4°,  00 

16,77 

85 

48,44 

63, 60 

14, s5 

6i 

40,62 

4o,93 

16, 65 

86 

48,73 

64,56 

14, 16 

62 

40,99 

4i,  85 

i6,53 

87 

4g,  00 

65,52 

14,08 

63 

4i,36 

42,78 

16,42 

88 

49,28 

66,48 

14,00 

64 

4i,73 

43,71 

i6,3o 

89 

49,55 

67,44 

i3,g2 

65 

42,09 

44,65 

16,19 

9° 

49,82 

68,41 

i3,84 

66 

42,45 

45,58 

16,08 

9i 

5o,og 

69,37 

i3,76 

67 

42 , 80 

46,5-i 

i5,97  * 

9a 

5o,35 

70,34 

i3,68 

68 

43,i5 

47,45 

1 5, 86 

93 

5o,6i 

7i,3o 

i3,6o 

69 

43,49 

48,39 

15,76 

94 

50,87 

72,27 

A 3, 53 

70 

43,83 

49,33 

1 5, 65 

95 

5i,i5 

73,24 

i3,45 

71 

44,17 

5o,28 

i5,55 

96 

5i  ,38 

74,20 

i3,38 

72 

44, 5o 

5i  ,22 

i5,45 

97 

5i,63 

75,17 

i3,3i 

73 

44,82 

52,17  : 

i5,35 

98 

5 1 , 8 8 

- 76,14 

i3,23 

74 

45,14 

53,n 

i5,25 

99 

52,  i3 

77,ii 

i3,  16 

73 

45,4-6 

54,06 

1 5, 16 

100 

52,37 

78,08 

i3,og 

22 


THEORIE 


Suite  de  la  Table. 


S 

! 

y 

X 

Z ! 

s 

y 

.r 

Z 

ici  • 

52, 61 

79, °5 

l3,02 

126 

58,oo 

ro3,45 

ii,  5i 

102 

52,85 

80,02 

12,95 

127 

58,20 

104,42 

11,46 

io3 

53,09 

81 ,00 

12,89 

128 

58,3g 

106,42 

11,41 

1.0'4 

53,32 

8i,97 

12,82 

129 

58,58 

106,40 

11,36 

io5 

53,55 

82,94 

12,75 

i3o 

00 

107,38 

1 1 ,3o 

106 

53,78 

83,g  1 

12,69 

i3i 

58,96 

io8,35 

11,25 

107 

54,01 

84,8g 

13,62 

i5a 

5g, i5 

109,35 

11,20 

108 

54  > 24 

85,86 

12, 56 

i33 

59,54 

110,33 

1 1 , i5 

109 

54,47 

86,83 

12, 5o 

i34 

5g  >52 

1 1 1 ,3i 

11,10 

no 

54,69 

87,81 

12,43 

i35 

59,71 

112,28 

11,06 

111 

54,91 

88,78 

12,37 

i36 

59  >89 

1 13,28 

11,01 

1 12 

55,  i3 

89,76 

12/61 

1 37 

60,07 

114,26 

10,96 

1 13 

55,35 

go,  73 

12,25 

i38 

60,25 

1 x5,a5 

10,91 

1 14 

55,56 

9H71 

12,19 

i%^ 

60,43 

116,23 

00 

d 

1 15 

55,77 

92,68 

12,  l3 

140 

60,60 

117,22 

10,82 

116 

55,98 

93,66 

12,07 

141 

60,77 

118,20 

i°,77 

117 

56,19 

94,64 

12,01 

142 

60,95 

119,18 

10,73 

1 1 8 

56,3g 

95,62 

11,95 

143 

61,12 

120, i5 

10, 68 

ng 

56, 60 

96,59 

11.,  9° 

144 

61,29 

121 , i5 

10,64 

120 

56, 80 

97,57 

11,84 

145 

61,46 

122, l4 

io,5g 

121 

57,00 

98,55 

11,78 

146 

6 1,63 

123, 12 

io,55 

122 

57,21 

99,53 

11,73 

147 

61  >79 

124,11 

10, 5o 

ia3 

57,41 

100, 5i 

11,67 

148 

61  >96 

125, 10 

10,46 

124 

57,61 

101,49 

11,62 

149 

62, 12 

126,09 

10,42 

126 

57,81 

102,47 

11,57 

i5o 

62,29 

127,08 

10,08 
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i4-  Après  avoir  tracé  la  chaînette , il  restera  à déterminer 
l’extrados  : deux  partis  se  présentent  : si  on  le  calcule  d’après 
l’équation  (6)  du  n°  2,  l’épaisseur  de  la  voûte  ira  toujours  en 
augmentant  depuis  la  clef , quoique  peu  sensiblement , ainsi  qu’on 
le  verra  ci-après  ; en  revanche  , la  poussée  sera  un  peu  moins 
considérable. 

Le  second  moyen  consiste  à tracer  en  dehors  et  en  dedans  de 
la  chaînette  , à la  distance  4 Æ moitié  de  l’épaisseur , deux  courbes 
parallèles  à la  chaînette.  Ces  courbes  ne  sont  point  des  chaînettes, 
quoiqu’elles  aient  la  même  développée  qu’elles  : elles  remplissent 
néanmoins  la  condition  d’équilibre  , car  il  est  aisé  de  sentir  qu’en 
prenant  des  arcs  égaux  sur  la  chaînette  intermédiaire,  tous  les 
voussoirs  seront  égaux  en  surface,  quoique  les  trapèzes  dont  ils 
sont  foi-més  soient  de  figure  différente.  Le  poids  de  chaque  vous- 
soir  sera  donc  proportionnel  à l’arc  de  chaînette,  et  la  condition 
d’équilibre  sera  remplie.  Il  est  vrai  que  la  chaînette  ne  passera 
pas  par  les  centres  de  gravité  des  voussoirs  , mais  cela  n’est  pas 
nécessaire  pour  l’équilibre  , parce  que  les  joints  ont  une  grandeuF 
finie. 

On  peut  remarquer  que  les  intervalles  des  joints  iront  un  peu 
en  augmentant  depuis  la  clef,  sur  l’intrados , et  en  diminuant  sur 
l’extrados.  Rien  n’empêcherait  de  faire  les  intervalles  égaux  sur 
l’extrados  ; mais  alors  le  poids  des  voussoirs  irait  un  peu  en  aug- 
mentant depuis  la  clef,  ce  qui  au  reste  ne  nuirait  pas  à l’équi- 
libre. 

Je  vais  chercher  la  grandeur  R des  joints,  par  l’équation  (6)  du 
n®  2 , pour  le  cas  où  l’on  voudrait  que  l’intrados  fût  une  chaînette, 
(x  -f-  c)  dx  7 cdx 


On  a ici  ds 


2 ex 


df 


R — - r r - 9 d’où  pour  la  clef,  r : 


__  « , et  l’on  trouve 

y x2  -f-  2 ex 

■■c.  Substituant  ces  valeurs  dans 


l’équation  (6)  qui  est  K 


R -f- 


1/ 


(/r°-  -f-  3rK)  ds 2 
~df 


-f-  R1,  on  a 


' K = _ + £±2  VW+  -)  + (*  +•?■ 

Si  on  développe  en  série  le  radical  de  l’expression  de  R , cl 
qu’ensuite  on  fasse  x infinie,  on  trouve  pour  R la  quantité  fini® 
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K z=s  k — , qui  fait  voir  que  la  grandeur  K des  joints  va  eù 

augmentant  depuis  la  clef  où  elle  est  k.  On  voit  en  même  temps 
que  dans  la  pratique,  lorsque  l’intrados  est  une  chaînette,  on  ne 
peut  donner  une  épaisseur  uniforme  à la  voûte  que  dans  le  cas 

où  — est  très-petit , résultat  qui  n’a  pas  encore  été  remarqué , du 

moins  que  je  sache. 

Ce  résultat  peut  encore  se  démontrer  ainsi  qu’il  suit  : La  sur- 
face du  voussoir  qui  est  à l’extrémité  infinie  de  la  chaînette  est 
K ds  \ la  surface  de  celui  qui  est  à la  clef,  est  (en  observant  qu’en 

ce  point  R = e)  (k  -j-  2c).  Or  dans  la  chaînette,  l’équilibre 
exige  que  ces  deux  voussoirs  soient  égaux  en  surface  - en  les  éga- 
lant, on  trouve,  comme  ci-dessus  , K = k -f-  — . 

* 3 2 C 


■i5.  Trouver  V intrados  qui  a son  extrados  parallèle.  Il  suffit  pour 
résoudre  ce  problème,  d’intégrer  l’équation 

k = -R  + L/^‘  + R’, 

en  considérant  R comme  une  constante  égale  à k.  Pour  cela,  je 

CrfS2 

la  mets  sous  cette  forme  k1  -j-  2RÆ  = Je  «têts  pour  R son 
expression  — , dans  laquelle  ds  est  constant,  et  j’ai 


fcdy  — 2 kdxds 


dont  l’intégrale  est 


cds*d*y 

~W~9 


kddy — 2kxds  = ■ 


cds2 


■ j-c'ds , ou  k*dy*-\-.cds* — Ç2kx-jrc)dsdy—o. 


dy 

On  peut  dès-à-présent  déterminer  c' , en  observant  qu’à  la  clef,  on 
doit  avoir  x = o et  dy  = ds:  cette  condition  donne  <f  = k*  -f-  c. 

Pour  intégrer  de  nouveau,  je  mets  pour  ds , sa  valeur  V dx*-\-dy*  : 
je  fais  ensuite  dx=pdy}  et  j’ai  la  transformée 

C'-j-c/?*- — (xkx  -f-c')  \/i-f-/72==o,  ou  x = - ) ^ ( a, ) 

Je 


âk  [/ 1 -f- 
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dx  • r 

Je  reprends  l’équation  dx  = pdy  ou  dy  = — , dont  l’intégrale 

est^=l +fir-  Substituant  pour  x sa  valeur  et  intégrant , on 
a , toutes  réductions  faites, 

kP 


rt  i»g  O + \A  + p') 


m 


équation  à laquelle  il  n’y  a pas  de  constante  à ajouter,  puisqu’elle 
donne  y — o quand  p — o , comme  cela  doit  être  à la  clef. 

On  déterminera  la  constante  C , par  la  condition  que  l’équation 
donne  x-=za  quand  y = b. 

On  construira  la  courbe  au  moyen  des  équations  ( a et  b) , et  son 
extrados  au  moyen  de  l’équation  (6)  du  n°  2 , qui  donnera  K = b. 
Si  on  fait  k infiniment  petit  dans  les  calculs  précédens,  on  retrou- 
vei'a  la  chaînette,  comme  cela  doit  être. 

On  peut  se  convaincre  que  l’intrados  et  l’extrados  du  présent 
problème,  ne  sont  autre  chose  que  les  deux  courbes  parallèles 
menées  à la  distance  { k d’une  chaînette  intermédiaire. 


16.  Soit  SA  la  demi-arche  d’un  pont  qui  doit  être  chargée  de 
terre  jusqu’à  l’horizontale  S'Q  ; on  demande  quelle  doit  être  la 
courbure  de  l’intrados  SA  pour  l’équilibre. 

(Fig.  11.)  Chaque  élément  Mm  ou  ds  est  poussé  verticalement 
par  un  poids  proportionnel  au  rectangle  Mnz^Q  supposé  homogène, 
dont  l’expression,  en  faisant  SS'  = k,  est  ( \x-\-k)dy . La  force  Q 

qui  agit  sur  chaque  point  de  Mm,  est  donc  ici  ( x-{ - k)  et  l’on 


a d’ailleurs  P = o. 
intégrant , on  a 


L’équation  (9)  du  n°  4 se  réduit  à d — o : 

" c%  ’ mettaût  Pour  Q sa  valeur  et 


pour  R son  expression  , il  vient  (x  -f-  k)  dx  = — 3 

» • , c^ds2  « • 

dont  l’intégrale  est  f x1  -f-  kx  -f-  c'a  = : faisant  attention  qu  a 


la  clef  on  doit  avoir  x = o;  ds  = dy , on  en  conclut  2 c%  = c* , 
et  l’équation  ci-dessus  devient , en  mettant  pour  ds*  sa  valeur 


4 
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, dont  on  trouve  que  l'intégrale  est 


y + c"  = c log  (x  -{-  k -j-  \/jc*  -f-  2kx).  On  détermine  c",  en  obser- 
vant qu’on  doit  avoir  en  même  temps  x = O ; / = o j ce  qui 
donne  c"  = c log  k , d’où  il  vient 


y — c log  x -b  k ^ ^ + 12  küC 

/t 


0) 


On  détermine  c en  assujétissant  la  courbe  à passer  par  la  naissance  À, 
où  x = a et  y z=b , ce  qui  donne  c = 


log 


a -j-  k -f-  t/a2  -J-  2 ak 


En  mettant  l’équation  (c)  sous  cette  forme 


k 

- Y 
C ^ 


k log 


X -f-  k -f-  {/  X2  -f-  zkx 


et  en  se  rappelant  que  dans  la  chaînette  le  rayon  de  courbure 


est  k lorsque  l’équation  est  y'  = k log 


X + 6+4/**+  2 kx 


on  re- 


connaîtra aisément  que  si  on  construit  la  chaînette  représentée 
par  cette  dernière  équation,  et  qu’on  multiplie  toutes  ses  ordon- 
nées y'  par  le  rapport  ^ , on  aura  les  ordonnées  y de  la  courbe 

cherchée  SA.  M.  Bossut  s’est  occupé  du  présent  problème  (Dy- 
namique , Recherches  sur  l’équilibre  des  voûtes,  n°  io)  ; il  a fait 
une  méprise  manifeste  , en  supposant  que  la  force  verticale  qui 
agit  sur  chaque  point  de  la  courbe  est  x +-  k , tandis  quelle  est 

{.r+-Æ)  L’équation  qu’il  a obtenue  n’appartient  pas  au  pro- 
blème présent  ; elle  donne  la  courbure  d’une  corde  qui  porterait 
en  chacun  de  ses  points  un  poids  proportionnel  à (x-\-k).  On  peut 
remarquer  en  passant  combien  nos  équations  (g  et  1 1 ) sont  plus 
simples  et  plus  commodes  pour  l’intégration  que  la  formule  em- 
ployée par  M.  Bossut. 

Pour  obtenir  l’équation  à laquelle  est  arrivé  ce  géomètre,  il 
faut  intégrer  trois  fois  l’équation  d = o : on  a d’abord 

{x  -J-  k)  dx  s=  — ~f~r-  > P11^  ~ ^ -f-  kx  +-  c'  = — : on  trouve 


dy 
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ccLjo 

c ” c , et  l'on  arrive  à l’équation  dr  = — -,  -----  — ^ , 

* 'l  y y (Lx*+kxy+  2cUa,■a^-/^x), 

équation  qui  revient  au  même  que  celle  de  Bossut. 

17.  Examinons  le  cas  où  l’on  aurait  Q = o et  P = f(x)  : ce  cas 
aurait  lieu , si  la  voûte  devait  être  chargée  d’un  fluide  pesant , ou 
même  d’un  sable  très-mobile  ; parce  qu’alors  le  poids  du  liquide 
agit  perpendiculairement  à l’extrados , et  proportionnellement  à la 
hauteur  de  la  colonne  du  fluide  au-dessus  du  point  pressé. 

Faisant  Q = o;  P = f(x)  dans  l’équation  (11)  du  n°  6,  et  inté- 

grant,  on  a f (x)  = ^ : multipliant  par  dx , et  mettant  ZTdÿ  Pour 

R,  il  vient  dx . f (x)  = — • dont  l’intégrale  est  fdx . f (x)  = c — , 

d’où,  en  mettant  pour  ds  sa  valeur,  on  tire 

x.—  dx{  c'~  fdx  • f CO) 

y c* — {V — fdx.ï  (x)}1 

La  hauteur  de  la  colonne  du  fluide  est  ici  x-{-  Æ=:f(x)  ; de 
plus,  l’équation  doit  donner  x=  o quand  ^-  = 0,  ou  quand  djz=ds , 
d’où  l’on  tire  c'  = c.  Faisant  ces  substitutions,  la  dernière  équation 
devient 

, dr  (ac  — 2&;c  — r*)  , ,v 

dr  = ..  - ■ =£=- (d) 

t/4c2 — (2c  — 2.kx  — rs)* 

qui  appartient  à la  courbe  appelée  élastique , et  qui  s’intégre  par 
des  arcs  de  sections  coniques. 

On  peut  remarquer  que  si  on  a le  infini  dans  l’équation  (d) , elle 
devient  intégrable,  et  donne  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  la 
montée  ; car  alors  le  terme  — x3  s’anéantit  vis-à-vis  du  terme 
— 2 kx. 

Remarquons  encore  que  l’élastique  trouvée  est  la  courbe  que 
prend  un  linge  chargé  d’un  fluide  ; car  alors  le  linge  remplace 
l’intrados,  et  la  pression  qui  se  faisait  de  dehors  en  dedans  dans 
le  cas  de  la  voûte , agit  ici  de  dedans  en  dehors. 


18.  Voici  un  exemple  un  peu  plus  composé,  et  qui  renferme 
à-la-fois  les  deux  précédent. 


V 


a8  '•  THÉORIE 

Je  suppose  que  P et  Q sont  tous  deux  des  fonctions  de  x et  de 
constantes.  Je  prends  l’équation  (n)  du  n°  6 , qui  étant  intégrée  , 

devient  PR  -f-  — fQdx  = c.  Mettant  pour  R sa  valeur 


dans  l’hypothèse  de  ds  constant,  et  multipliant  tout  par — dy , il 
vient 


Ydxds  -f-  Qdxdy  -f-  dyfQdx  = — cdy  , 
dont  l’intégrale  est 

ds/Ydx  -f-  dyfQdx  = — cdy  -f-  c ds. 
Mettant  pour  ds  sa  valeur , il  vient 

yv  _ dx(—fVdxX-c') 

J V (c  +fQdxy — (V — fPdxÿ 


Supposons,  pour  faire  une  application,  que  les  voussoirs  aient 
une  épaisseur  partout  égale  , et  qu’ils  soient  chargés  d’un  fluide  dont 
la  hauteur  SS ' (fîg.  n)  au-dessus  de  la  clef  soit  k : nous  pourrons 
supposer,  pour  plus  de  simplicité,  que  l’épaisseur  des  voussoirs  en 
pierres  soit  représentée  par  une  épaisseur  g du  fluide  ; g vaudra 
2 ou  3 ou  4 , etc.  , si  la  densité  de  la  pierre  est  2 fois , 3 fois , 
4 fois  celle  du  fluide.  On  aura  Qz=g;  P = x le;  fQ^djc  = gj?  ; 
fYdx  = \x2  lix.  Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (e) , et 
déterminant  c par  la  condition  que  l’on  ail  à-la-fois  x = o et 


dr 

dÿ  — °’ 


ce  qui  donne  c'  = c , 


on  aura 


dr{p.c  — dkx  — xa) 

Y 4 ( c-j-gxy  — (2  c — zkx — x2  y 3 


équation  qui  s’intégrera  soit  par  les  séries  , soit  par  la  rectification 
des  sections  coniques  , et  dont  on  déterminera  la  constante  c,  ainsi 
que  la  nouvelle  constante  introduite  par  la  dernière  intégration , 
par  les  conditions  qu’on  ait  à la  clef  x ==.  o , y = o , et  aux  nais- 
sances x = a , y = b. 


19.  Intrados  qui  a une  ligne  droite  pour  extrados.  Après  avoir 
parcouru  quelques  exemples  dans  lesquels  il  s’agissait  de  trouver 
l’intrados  par  la  connaissance  de  la  loi  des  forces,  je  vais  en  donner 
un  dans  lequel  on  connaît,  non  la  loi  des  forces,  mais  la  courbe 
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d’extrados.  Le  problème  revient  au  même  dans  le  fond,  mais  il 
se  présente  sous  un  aspect  différent. 

On  veut  faire  un  pont  ou  berceau  dont  l’extrados  qui  représente 
le  chemin  soit  une  ligne  droite  horizontale,  et  dont  les  voussoirs 
occupent  tout  l’espace  compris  entre  l’extrados  et  l’intrados.  On 
demande  la  courbe  d’intrados  (fig.  12). 

Je  prends  les  équations  (7  et  8)  du  n°  3,  auxquelles  il  faut  joindre 
celle  de  l’extrados  y'  = f (xr) , qu’on  verra  être  £y'  = x'  -{-  ^ (si 
pour  plus  de  généralité  on  suppose  que  la  ligne  droite  de  l’extrados 
doive  faire  avec  l’horizon  un  angle  dont  la  tangente  soit  C).  Je 
substitue  pour  x'  sa  valeur  €y' — k , dans  l’équation  (7) , de  laquelle 
ayant  tiré  celle  dejp",  je  la  substitue  dans  l’équation  (8)  : je  quarre 
celle-ci,  et  j’ai  pour  l’équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée, 
la  suivante 

Je  me  bornerai  pour  l’intégration  au  cas  où  la  ligne  droite  de 
l’extrados  doit  être  horizontale  : alors  on  a Ç = o , et  l’équation 
se  réduit  à (x  -f-  A)2  ds  -f-  2R  (x  + le)  dy  = cds. 

Mettant  pour  R sa  valeur  — » dans  laquelle  ds  est  constant," 

il  vient  ^ + ==  °7  ^ont  ^ intégrale  est 

log  dy  — log  {{x-\-ky  — cj  = log  c .ds  j 
d’où  l’on  tire 

dy  = c ds  {(aj  -J-  A)2  * — c}. 

Je  détermine  c'  en  observant  qu’à  la  clef  on  doit  avoir,  à-la-fois , 
x = o et  dy  — ds , ce  qui  donne  c = tt- — ;•  Substituant  pour  ds 
sa  valeur  \/dx2-}-dy*}  on  a finalement 


dy  = 


dx  {(.r  + ky  — c)  } 


V (A*  — CY  — { O + kY  ~ c}2 

équation  qui  appartient  à la  courbe  élastique.  Il  n’est  pas  douteux 
que  les  ingénieurs  devraient  adopter  cette  courbe  pour  les  ponts  ; 
elle  leur  procurerait  plus  de  solidité,  et  autant  d’élégance  que  celles 
en  usage. 
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CHAPITRE  IL 

DE  LA  POUSSÉE  DES  BERCEAUX , ET  DE  L’ÉQUILIBRE 
ENTRE  LA  VOÛTE  ET  LES  PIEDS-DROITS. 

SECTION  PREMIÈRE. 


Notions  -préliminaires . 

20.  Réflexions.  D a n s le  chapitre  précédent , nous  avons  déter- 
miné les  conditions  cTéquilibre  entre  les  voussoirs  d’une  voûte  en 
berceau  ; nous  avons  appris  à déterminer  l’intrados  quand  on  con- 
naît l’extrados , et  vice  versa.  Il  reste  à mettre  en  équilibre  la  voûte 
elle-même  avec  les  pieds-droits  qu’elle  tend  à renverser  ou  à faire 
glisser  sur  la  plate-forme  qui  les  supporte. 

Ce  second  problème  n’admet  pas  de  solution  rigoureuse,  parce 
qu’on  ne  connaît  pas  au  juste  la  manière  dont  les  voussoirs  agissent 
les  uns  sur  les  autres  ; je  m’explique  : si  les  voussoirs  étaient  sans 
frottement , et  équilibrés  entre  eux  d’après  les  principes  du  chapitre 
premier,  on  pourrait  par  la  théorie  seule  évaluer  l’effort  que  la 
voûte  exerce  pour  écarter  les  pieds-droits  : il  est  rare  que  les  voûtes 
soient  construites  d’après  les  principes  de  l’équilibre  ; les  voussoirs 
ne  se  contrebalancent  point,  le  frottement  seul  empêche  que  quel- 
ques-uns d’eux  ne  soient  expulsés  de  leur  place  par  un  mouvement 
de  dedans  en  dehors.  Le  défaut  d’équilibre  tend  à produire  un 
autre  mouvement'  auquel  le  frottement  ne  s’oppose  point.  Certains 
voussoirs  tendent  à tourner  sur  leurs  voisins,  comme  s’ils  étaient 
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lies  par  une  charnière.  Cette  rotation  se  fait  à l’intrados  pour  les 
uns,  et  à l’extrados  pour  les  autres  ; ensorte  que  la  voûte  s’ouvre 
en  plusieurs  points  de  l’intrados  et  de  l’extrados.  Ces  mouvemens 
de  rotation  se  remarquent  très-facilement  dans  une  voûte  en  petit , 
faite  soit  avec  du  Bois,  soit  avec  du  plâtre.  Ils  renverseraient  pres- 
que toutes  les  voûtes  sans  l’adhérence  produite  par  le  mortier  : cette 
force  tient  les  voussoirs,  pour  ainsi  dire,  collés  les  uns  sur  les 
autres. 

On  sent  que  ces  deux  espèces  de  force,  le  frottement  et  l’adhé- 
rence, sont  presque  impossibles  à évaluer  ; leurs  effets  varient  à 
l’infini , non-seulement  suivant  leur  intensité  , mais  encore  suivant 
la  figure  de  la  voûte.  La  poussée  horizontale  qui  tend  à renverser 
les  pieds-droits,  est  la  résultante  de  toutes  les  forces  ou  de  toutes 
les  résistances  qui  agissent  sur  les  voussoirs.  Il  résulte  de  là  que 
le  problème  de  la  poussée  n’admet  qu’une  solution  approchée , 
puisqu’il  dépend  de  l’arbitraire  des  données  qu’on  y fait  entrer , 
et  de  plusieurs  circonstances  physiques  impossibles  à évaluer.  Je 
rapporterai  les  différentes  hypothèses  imaginées  jusqu’à  ce  jour  ; 
je  les  discuterai  pour  tâcher  de  distinguer  les  cas  où  chacune  d’elles 
est  préféx'able  ; je  ferai  voir  qu’elles  sont  erronées  , faute  d’avoir 
apprécié  convenablement  les  effets  du  frottement.  Pour  cela , je 
commencerai  par  examiner  quelques  cas  d’équilibre,  dans  lesquels  le 
frottement  produit  des  effets  qui  paraissent  des  phénomènes  con- 
traires aux  lois  de  la  statique. 

21.  Effets  du  frottement.  EFF'E' (fïg.  i3)  est  un  corps  ou  coin  pe- 
sant qui  repose  entre  les  faces  inclinées  EF  , E'F',  de  deux  massifs 
EFBCD,  E'F'B'C'D',  lesquels  peuvent  glisser  sur  les  plans  horizon- 
taux CD,  C'D',  et  tourner  autour  des  points  C et  C'  : on  demande 
les  conditions  tant  de  l’équilibre  de  rotation  autour  des  points  C et  C', 
que  du  non-glissement  des  deux  massifs  , en  ayant  égard  au  frot- 
tement. 

Soit  CD  — Z,  ; ED  ==  H, , et  l’angle  formé  par  la  verticale  avec 
la  face  EF  du  coin  ; 2M  = poids  du  coin  • N = poids  du  massif, 

T ==  ? ou,  en  appelant  ô,  l’angle  du  frottement  7r  = tang  9. 

Soient  R et  R'  les  points  par  lesquels  on  suppose  que  le  coin 
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touche  les  massifs  ; je  mène  par  ces  points  deux  lignes  faisant  avec 
EF  et  E'F'  des  angles  qui  soient  complémens  de  9 : il  est  clair  que 
si  l’on  applique  en  Q une  force  QR , elle  ne  glissera  point  contre 
la  face  EF , puisqu’elle  fait  avec  cette  face  l’angle  exigé  par  la 
grandeur  du  frottement.  Par  la  même  raison , si  cette  force  est 
l’effet  du  coin , il  n’y  aura  pas  glissement  contre  la  face  du  massif. 
Je  décompose  la  force  RQ  en  deux,  l’une  verticale  RP,  qui  sera 
égale  à la  moitié  M du  poids  du  coin,  l’autre  RS,  horizontale,  qui 
tend  a faire  glisser  le  massif  sur  sa  base  : c’est  cette  force  RS  que 
j’appelle  la  poussée  horizontale  du  coin,  et  qu’il  s’agît  de  trouver. 

En  menant  SI  perpendiculaire  sur  EF , cette  ligne  représentera  la 
pression  que  le  coin  exerce  sur  le  massif,  et  RI  représentera  le  frot- 
tement rf:  on  aura  RQI=Ô;  QRI=go° — 0;PRI=a;  QRP=go° — et — 0; 
RP=M  : donc  RS=tang  (90° — 9 — a)  M=M  cot(a-f-ô). 

Telle  est  l’expression  de  la  poussée  horizontale  que  j’appellerai  F, 
et  qu’on  peut  mettre  sous  une  autre  forme , en  y mettant  nt  pour 
tan  g 9. 

F = M cot  (a  -f-  G)  = M (16) 

Pour  avoir  l'équation  de  l’équilibre  de  rotation  autour  du  point  C, 
il  faut  remarquer  que  la  poussée  F tend  seule  à renverser  le  massif, 
et  que  deux  autres  M et  N tendent  à le  faire  tourner  en  sens  con- 
traire : il  suffit  d’égaler  le  moment  de  la  première  à la  somme  de 
ceux  des  deux  autres. 

Pour  avoir  la  condition  de  mon  glissement  du  massif  sur  sa 
base  , il  suffit  de  vérifier  si  la  poussée  est  plus  petite  que  les  deux 
poids  qui  pressent  la  base , multipliés  par  le  rapport  du  frottement 
de  cette  base  à la  pression.  Cela  posé,  on  verra  aisément  que  les 
deux  équations  ou  formules  d-’équilibre  tant  de  rotation  que  du 
non-glissement  des  massifs , sont  : 

FH,  = MZ,  + NG 1 f s 

F < -7T  (M  + N)  j ^ 

en  appelant  G la  distance  du  point  C à la  verticale  passant  par  le 
centre  de  gravité  du  massif  ; j’ai  supposé  que  le  massif,  en  tour- 
nant , glissait  par  son  angle  E sur  la  face  du  coin , ce  qui  en  effet 
ne  peut  pas  arriver  différemment. 
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Il  faut  bien  faire  attention  que  les  deux  équations  (17)  sont  en- 
tièrement indépendantes  l’une  de  l’autre,  c’est-à-dire  quelles  peuvent 
avoir  lieu  l’une  sans  l’autre  : la  première  concerne  le  mouvement 
de  rotation , et  la  seconde  le  mouvement  de  translation , deux  choses 
très-distinctes  ; et  en  effet  on  sent  bien  que  le  massif  peut  tourner 
sans  glisser,  ou  glisser  sans  tourner. 

La  ligne  RQ  fait  avec  EF  le  plus  petit  angle  QRI  que  puisse 
comporter  le  frottement , c’est-à-dire,  que  si  cet  angle  était  plus 
petit,  la  force  QR  glisserait  sur  EF  ; mais  si  cet  angle  était  plus 
grand,  la  force  ne  glisserait  plus  : seulement  il  arriverait  qu’elle 
augmenterait  de  grandeur  ainsi  que  la  poussée,  d’autant  plus  que 
l’angle  QRI  serait  plus  grand.  Il  suit  de  là  qu’on  aurait  autant  d’ex- 
pressions différentes  de  la  poussée  qu’on  voudrait , en  prenant  l’angle 
QRI  plus  grand  que  Le  complément  de  G.  Pour  lever  l’incertitude  , 
il  suffit  de  se  rappeler  de  ce  principe,  que  la  pesanteur  tend  tou- 
jours à produire  soit  un  maximum,  soit  un  minimum  : ici,  elle 
choisit  parmi  tous  les  angles  QRI  plus  grands  que  90° — 6,  celui  qui 
exige  la  plus  petite  force  Q pour  soutenir  le  coin,  et  G est  un 
maximum. 

Àu  reste , comme  il  est  très-aisé  de  faire  des  méprises  et  d’ar- 
river à plusieurs  solutions  très-différentes  par  le  principe  de  la 
décomposition  des  forces , quoique  ce  problème  paraisse  très-simple  , 
je  vais  donner  une  autre  solution  qui  conduit  au  même  résultat. 

Soit  P la  pression  inconnue  que  le  coin  exerce  perpendiculai- 
rement en  R et  en  R';  le  frottement  qui  est  proportionnel  à cette 
pression  sera  'tfP.  Imaginons  en  F un  fil  attaché  au  pied-droit  ou 
massif,  et  fixé  par  l’autre  bout  en  un  point  quelconque  de  la  face 
du  coin.  Imaginons,  de  plus,  que  ce  fil  éprouve  une  tension  = 7rP; 
cette  tension  remplacera  l’effet  du  frottement. 

Si  l’on  prolonge  les  directions  des  deux  fils  jusqu’en  O,  et  qu’on 

les  compose , il  en  résultera  une  force  OO'  = 27fP  cos  a : cette  force 

dirigée  de  bas  en  haut,  réduit  le  poids  2M  du  coin  à 2M — 27fP  cos  et: 

si  l’on  cherche  la  pression  perpendiculaire,  ainsi  que  la  poussée 

horizontale  que  cette  force  produit  en  R,  on  trouvera  que  la  pres- 

„•  , M 7rP  COS  et  , , .T,-.  r,  . 

sion  est  , et  que  la  poussée  est  cot<x(M  — '7rPcosa). 

Mais  il  reste  une  force  dont  nous  n’avons  pas  encore  tenu  compte, 
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c’est  l’effet  de  la  tension  du  cordon  sur  le  point  F ; la  reaction  de 
cette  tension  y produit , dans  le  sens  BF , une  force . horizontale 
opposée  à la  poussée  ; son  expression  est  ttP  sin  a : ainsi  la  poussée 
est  cota(M  — ^rPsina)  — TrPsinot. 

Il  reste  à trouver  la  valeur  de  P pour  la  mettre  dans  l’expres- 
sion de  la  poussée  : or  nous  avons  trouvé  ci-dessus  la  pression 

M — vrP  COS  C4  . -|~v  M C T 

P = : , on  en  tire  P = - j . Substituant  cette 

sin  et  * sin  a + vr  cos  et 

valeur  de  P dans  l’expression  trouvée  ci-dessus  pour  la  poussée, 

r "pi  t.  *■  . • i 

on  a poussée  = h ==  M cot  et  — ; , expression  qu  on 

sin  et  -f-  rr  sin  et  cos  et 

ramène  aisément  à celle  de  l’équation  (16). 

Les  figures  (14,  i5,  16,  17,  18)  sont  des  cas  particuliers  du  même 
problème.  Pour  simplifier  les  figures,  j’ai  remplacé  les  massifs  par 
une  verge  pesante  CR  : on  voit  toujours  la  direction  RQ,  suivant 
laquelle  le  corps  supérieur  ou  coin  agit  contre  la  verge.  Cette  ligne 
RQ  fait  toujours  le  plus  grand  angle  RQI  que  puisse  admettre  le 
frottement.  Dans  la  fîg.  14,  les  faces  du  coin  sont  parallèles  et  ver- 
ticales, et  sans  le  frottement,  aucune  verge,  si  pesante  qu’elle  fût, 
ne  pourrait  le  soutenir.  Dans  la  fig.  i5,  les  faces  du  coin  sont  per- 
pendiculaires sur  les  verges. 

Dans  la  figure  16  , la  même  face  horizontale  repose  sur  les  verges. 

Dans  les  figures  17  et  18,  l’effet  du  frottement  est  encore  plus 
remarquable;  il  tend  à rapprocher  les  verges  en  les  faisant  glisser 
en  C l’une  vers  l’autre  , tandis  que  dans  les  cas  précédens , elles 
tendaient  à s’éloigner.  Ici  le  point  T d’application  de  la  pesanteur 
sur  le  corps  supérieur  doit  être  pris  en-dessous,  et  il  faut  substituer 
à la  pesanteur  représentée  par  T t les  deux  forces  TR,  TR'. 

Enfin  dans  la  figure  19  , les  verges  qui  ne  peuvent  que  tourner 
autour  des  points  C et  C',  y sont  attachées  , et  tiennent  par  leur 
poids  le  coin  suspendu  en-dessous  des  points  d’appui  ; ce  cas  dif- 
fère des  précédens , en  ce  que  la  pression  qui  a lieu  en  R est  ici 
produite  par  les  verges , tandis  qu’auparavant  elle  était  l’effet  du 
coin.  Les  formules  16  et  17  n’ont  plus  lieu  pour  le  cas  de  la 
figure  19.  On  sent  que  quand  les  verges  CR,  C'R',  deviennent 
verticales,  l’équilibre  est  impossible,  parce  qu’il  n’y  a plus  de 
pression  en  R. 
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Pour  compléter  le  problème,  je  vais  chercher  la  formule  qui 
convient  au  cas  particulier  d’équilibre  représenté  par  la  figure  19, 
Il  laut  concevoir  que  la  partie  du  poids  de  la  verge  CR,  qui  agit 
en  R , soit  représentée  par  une  ligne  verticale  passant  par  ce  point  ; 
et  qu’on  ait  décomposé  cette  force  en  deux  autres , l’une  qui  tire 
suivant  la  verge  (laquelle  je  n’ai  point  marquée  dans  la  figure  pour 
ne  pas  la  compliquer)  ; l’autre  RQ , qui  fait  avec  la  face  du  coin  le 
plus  petit  angle  RQI  que  permette  le  frottement  : cette  force  RQ 
se  décompose  en  deux  autres , l’une  RP  = M , laquelle  porte  le 
poids  du  coin;  l’autre,  RS,  qui,  en  réagissant  contre  la  verge,  opère 
la  poussée  horizontale  du  coin.  Soit  IRP  = a,  RQI  = 0,  on  a 
QRP  = 90°  — (0  — et)  t d’où  l’on  tire  aisément 

RS  = QP  = RP  tang  QRP,  et  RS  = F = M cot(fl  — et)  ; 

et  en  appelant  CD=Z,,  RD  = H,,  G=  distance  du  point  C à la 
verticale  passant  par  le  centre  d’inertie  de  la  verge , on  a pour 
l’équation  d’équilibre,  FH,  = MZ,  -j-NG. 

Pression  normale . La  pression  normale  qui  a lieu  au  point  de 
contact  R,  est  encore  utile  à considérer  : c’est  par  elle  qu’on  juge 
si  les  matériaux  peuvent  la  supporter  sans  s’écraser  : on  a fait  pour 
cela  des  expériences  qui  font  connaître  quelle  charge  chaque  es- 
pèce de  pierre  peut  soutenir  avant  d’en  être  brisée.  La  pression 
peut  provenir  ou  du  coin  ou  du  corps  qui  presse  le  coin.  Voyons 
d’abord  le  premier  cas. 

Si  le  coin  repose  sur  deux  plans  fixes , la  pression  normale  est , 

1 ? ■ ' Y"ï  M 

comme  nous  1 avons  trouvée , P ==  ? : on  peut  encore 

* sin  « -J-  rr  cos  «,  A 

déduire  cette  même  valeur  de  la  ligne  QI  (fig.  i3);  car  le  triangle 

RQP  donne  QR  = M*-J-F%  et  le  triangle  QRÏ  donne  QR  = P* 
d’où  l’on  déduit  aisément  la  valeur  ci-dessus  de  P.  Si  le 
coin  est  un  peu  trop  pesant  ou  la  verge  trop  faible , l’équilibre  est 
détruit , et  le  coin  chasse  les  corps  adjacens. 

Mais  si  les  corps  adjacens  sont  plus  pesans  que  l’exige  l’équation 
d’équilibre,  ils  tendent  à faire  remonter  le  coin,  et  le  frottement 
seul  s’y  oppose.  La  pression  devient  plus  grande  qu’elle  ne  l’était 
dans  l’état  d’équilibre  ; elle  n’est  plus  produite  par  le  coin , mais 
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par  les  corps  adjacens  : ce  n'est  plus  l’équilibre  qui  a lieuj  c’est  une 
stabilité  plus  grande. 

Soit  (fig.  i3*)  CD  = Z,,  RD  = H,,  angle  C = y:  je  décom- 
pose le  poids  N de  la  verge  en  deux,  l’un  agissant  en  C,  l’autre 

NG 

agissant  en  R ; ce  dernier  est  y-  = R/?  : je  décompose  cette  force 

en  deux,  l’une  Rÿ,  qui  sera  détruite  en  C;  l’autre  Rr,  perpendi-, 
culaire  à la  face  du  coin,  et  que  j’appelle  P'. 

Dans  le  triangle  R/?r  on  a R pr  = 90°  — y , Rr/?  = y — cl, 
R p , d’où  l’on  tire  aisément 

p, NG  cos  y NG 

Zj  sin  (y  — et)  Ht  cos  et  — Z,  sin  a.  9 

^en  observant  que  tang  y = 

Pour  s’assurer  si  c’est  P ou  P'  qui  a lieu  en  R , il  ne  faut  que 
vérifier  laquelle  est  la  plus  grande.  Mais  si  (fig.  i3)  le  corps  N 
est  un  autre  coin , par  exemple  un  voussoir , la  pression  qui  aura 
lieu  en  R,  ne  pourra  pas  être  trouvée  par  la  formule  précédente  : 
nous  verrons  ailleurs  comment  il  faut  s’y  prendre. 

SECTION  11. 

Différentes  hypothèses  sur  la  poussée ; 

22.  Hypothèse  du  coin  de  la  Hire.  Je  commencerai  par  rapporter 
les  différentes  hypothèses  imaginées  sur  la  poussée  ; je  les  discu- 
terai ensuite , pour  savoir  laquelle  on  doit  préférer  dans  chaque 
cas.  Celle  qui  fait  l’objet  de  ce  n°,  a été  donnée  par  M.  de  la  Hire.’ 

On  suppose  dans  cette  hypothèse , que  la  voûte  tend  à se  rompre 
dans  les  joints  symétriquement  placés  EF,  ET'  (fig.  20),  et  que 
les  deux  portions  de  voûte  EF «A,  E'FVA'  demeurent  adhérentes 
aux  pieds-droits  par  l’effet  du  ciment  : alors  la  partie  du  milieu 
EFF'E',  fait  l’effet  d’un  coin  qui  agit  contre  les  plans  EF,  E'F', 
pour  faire  tourner  les  pieds-droits  autour  des  points  fixes  C et  C'. 
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Soit  TR  une  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  du  joint  EF, 
et  rencontrant  la  montée  en  T : je  prends  T t — 2M  = poids  du 
coin  EFF'E';  je  décompose  T t en  deux  autres  forces  TK,  TR", 
j’imagine  TR  appliqué  au  point  R de  sa  direction , et  ayant  pris 
R/’=TR,  je  la  décompose  en  deux,  l’une  Rs  horizontale,  l’autre 
R.r  verticale. 

Soit  RR'  la  verticale  passant  par  R , et  GG'  celle  qui  passe  par 
le  centre  de  gravité  G de  la  portion  de  voûte  EF«A  : cela  posé, 
soit  prise  la  notation  suivante. 

OA  = b,  OR'  = <7,  OG'  — D,  N = poids  de  l’espace  EFaA, 
RR'  = h , AD  = H,  DC  = Z,  a l’angle  a-RE,  formé  par  le  joint 
EF  avec  celui  de  la  verticale  ; f la  densité  des  matériaux  des  pieds- 
droits  , celle  de  la  voûte  étant  i . 

La  force  R^  tend  à faire  tourner  le  pied-droit  autour  du  point  C ; 
c’est  la  poussée  horizontale  du  coin  : trois  autres  tendent  à le  faire 
tourner  en  sens  contraire,  savoir  Rx,  le  poids  N,  et  celui  du  pied- 
droit. 

On  a Rr=TR  = M -r^— , R^  = Mcota,  Rx  = M:  poids  du 
pied-droit  —f.  H.  Z. 

Le  moment  de  la  force  R.ç  est  M cot  a (H-f-  h),-  celui  de  la  force 
Rx  est  M.(b-\-7j  — q)  ; celui  de  l’aire  EFæA  est  N (&  + Z — D), 
et  celui  du  pied-droit  est  \ fWL 2. 

Égalant  le  moment  de  la  première  force  à la  somme  des  trois 
autres,  on  aura  l’équation  suivante  d’équilibre,  qui  fera  connaître  Z, 
si  H est  connu,  et  réciproquement 

Mcota(H  + A)  = M(£-f-Z— 7)-j-N(i+Z— D)-K/HZ*...(i8). 

Quant  à la  valeur  de  l’angle  a , c’est  à l’expérience  à la  donner. 
On  est  en  usage  d’imaginer  un  rectangle  formé  par  les  lignes  OA , 
OS  et  leurs  parallèles  : l’intersection  de  l’intrados  par  la  diagonale 
de  ce  rectangle , détermine  le  point  E : on  sent  combien  cette  règle 
est  arbitraire. 

Il  ne  suffit  pas,  pour  que  la  voûte  et  les  pieds-droits  soient  en 
repos,  que  l’équation  (18)  soit  satisfaite;  il  faut  encore  que  la  voûte 
ne  puisse  pas  glisser  sur  le  pied-droit  : cet  effet,  qui  peut  avoir  lieu 
si  le  joint  des  naissances  est  horizontal,  est  empêché  soit  par  le 
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ciment,  soit  par  tout  autre  obstacle  ; il  faut  encore  que  le  pied-droit 
ne  glisse  pas  sur  sa  plate-forme.  La  force  qui  tend  à produire  cet 
effet  est  Rs  ; celle  qui  s’y  oppose  est  la  somme  des  poids  de  la  demi- 
voûte  et  du  pied-droit,  multipliée  par  le  rapport  tt  du  frottement  à 
la  pression.  Ainsi  on  a,  pour  exprimer  qu’il  n’y  a pas  de  glissement 
du  pied-droit,  la  condition  suivante  : 

M cot  cl  < tt  ( M -f-  N -J-/HZ) (ig). 

11  faut  bien  observer  que  les  équations  (18)  et  (19)  peuvent  avoir 
lieu  l’une  sans  l’autre,  et  quelles  sont  indépendantes  , c’est-à-dire 
qu’il  peut  y avoir  rotation  sans  glissement,  comme  glissement  sans 
rotation;  il  faut,  pour  le  repos  absolu  du  système,  que  les  deux 
conditions  existent  à- la-fois. 

Un  savant  Géomètre  a fait  entrer  dans  cette  dernière  question  la 
considération  de  la  force  accélératrice  de  la  pesanteur,  qui  est 
étrangère  au  sujet,  quand  on  cherche  l’équilibre  entre  des  corps 
pesans  qui  ne  sont  animés  d’aucun  mouvement. 

25.  Hypothèse  de  la  rupture  aux  reins  et  a la  clef.  On  suppose 
ici  que  la  voûte  s’ouvre  vers  la  clef  à l’intrados,  et  vers  les  reins 
à l’extrados , comme  on  le  voit  en  S,  F,  F'  (fig.  21)  : les  portions 
de  voûte  SS'FE  et  SS'F'E',  agissent  comme  deux  arcs-boutans  qui 
s’appuient  l’un  contre  l’autre  en  S',  et  poussent  en  E et  E',  les  autres 
parties  de  la  voûte  supposées  adhérentes  aux  pieds-droits,  pour  les 
faire  tourner  autour  des  points  fixes  C et  C' 

Pour  se  faire  une  idée  nette  de  la  manière  dont  s’établit  l’équi- 
libre entre  les  quatre  corps  du  système,  imaginons  par  le  centre  de 
gravité  I de  la  portion  de  voûte  SS'FE,  la  verticale  LL',  par  le 
point  S'  l’horizontale  S'E';  par  le  point  E,  l’horizontale  EL  et  la 
verticale  E'E\  Représentons  par  LL'  le  poids  M de  la  partie  de 
voûte  SS'FE,  et  soit  L'  le  point  d’application  de  cette  force  : si 
l’on  imagine  trois  autres  forces,  la  première  L'E"  dirigée  de  L'  vers 
E",  la  seconde  EL  appliquée  en  E , et  dirigée  de  E vers  L , la  troi- 
sième EE",  dirigée  de  E vers  E",  il  est  évident  que  ces  quatre  forces 
sei’ont  en  équilibre,  parce  qu’elles  auront  deux  à deux,  en  sens 
contraire,  la  diagonale  EL'  pour  résultante  : donc  la  force  L'E', 
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prise  en  sens  contraire,  est  la  pression  exercée  en  S';  donc  aussi 
la  même  force  L'E'  = LE  est  la  poussée  horizontale  Es , qui  tend 
à renverser  le  pied-droit.  Par  la  même  raison , EE"  = M est  la 
charge  ou  pression  verticale  Ex,  qui  a lieu  en  E. 

Je  prends  la  notation  suivante,  SS'FE  = M,  EEæA=N,  EE'=A, 
EL  = l , OE'  = q , OG'  = D , OA  = b , OS  = «,  S S'=A,  AD=H, 
DC  = Z , densité  de  pied-droit  == ft  rapport  du  frottement  à la 
presion  = te*. 

r M Z 

On  aura  Ex  = M , EE"  — a -\-k  — h,  Es  — ~^k_h;  égalant  le 

moment  de  la  force  Es  autour  du  point  C , à la  somme  des  mo- 
mens  des  forces  Ex,  N, /HZ,  qui  agissent  en  sens  contraire  de 
la  poussée , on  aura  , pour  l’équation  d’équilibre  de  rotation  , et 
pour  condition  du  non-glissement  des  pieds-droits,  les  formules 
suivantes  : 

r^iî(A+H)=M(J-f-Z_î)+N(«+Z-D)+|/HZ* 

L’emploi  de  ces  formules  exigerait  qu’on  connût  la  position  du 
joint  de  rupture  EF  , laquelle  dépend  de  la  figure  de  la  voûte  et 
de  plusieurs  circonstances  physiques.  Il  paraît,  par  quelques  expé- 
riences rapportées  par  M.  Perronnet , que  dans  les  ponts  très- 
surbaissés,  le  joint  de  rupture  est  placé  près  des  naissances. 

24.  Formules  générales  poui'  les  berceaux  équilibrés.  J’ai  déjà  dit 
qu’abstraction  faite  du  frottement,  les  berceaux  équilibrés  admettent 
une  solution  rigoureuse  du  problème  de  la  poussée.  Je  vais  cher- 
cher dans  cet  article  les  formules  qui  conviennent  à cette  espèce 
de  voûte  parfaite  : dans  une  autre  section  , j’aurai  égard  au  frot- 
tement, et  cette  théorie  ne  laissera  plus  rien  à desirer. 

Quand  un  berceau  est  équilibré , aucune  force  ne  tend  à déran- 
ger les  voussoirs  de  leur  place  ; et  si  l’on  opposait  de  bas  en  haut , 
perpendiculairement  aux  deux  joints  des  naissances,  deux  forces 
passant  par  les  centres  de  gravité  des  voussoirs,  toute  la  voûte  se- 
rait soutenue  par  ces  deux  forces  : ce  sont  ces  deux  forces  qui 
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tendent  à renverser  les  pieds-droits;  on  peut  donc  conside'rer  toute 
la  voûte  comme  un  seul  coin  qui  repose  sur  les  impostes  : cette 
seule  considération  suffit  pour  faire  voir  que  la  formule  que  nous 
cherchons  est  comprise  dans  celles  du  n°  22,  en  plaçant  le  joint  de 
rupture  aux  naissances.  Mais  de  nouvelles  considérations  conduisent 
a des  formules  plus  simples  et  plus  commodes. 


Nous  avons  vu  qu’en  appelant  et  l’angle  formé  par  un  joint  avec 
la  verticale  et  2M  la  masse  du  coin,  la  poussée  horizontale  de  ce 
M 

coin  est . Nous  avons  démontré  n*  8,  que  l’aire  du  berceau 

tang  «.  ’ k 

est  toujours  quarrable,  et  qu’elle  est  M = (rÆ-f-  appe- 

lant k l’épaisseur  de  la  voûte  à la  clef,  et  r le  rayon  de  courbure 

dv 

de  l’intrados  en  ce  point  ) ; donc , puisque  tang  et  = -j-  , l’expres- 

sion  de  la  poussée  est  r-f-  f Æ1 , c’est-à-dire  qu’elle  est  la  même 
pour  une  portion  quelconque  de  voûte , propriété  très-remarquable 

que  fait  aussi  voir  l’équation  — ^ = -j  — — trouvée  dans  le  n°  2. 

* * tang  a.  d tang  a. 


Il  suit  de  ce  principe  que  la  poussée  du  petit  voussoir  élémentaire 
de  la  clef,  est  la  même  que  celle  de  la  voûte,  ce  qui  pourrait 
paraître  étonnant, 

La  poussée  tangentielle  du  coin  s’exerce  perpendiculairement  au 
joint  A a ( Pg.  9) , et  passe  par  le  point  £,  centre  de  gravité  du 
voussoir  des  naissances. 


On  a Aa  = K = — R 4 (2  rk  4 k1)  ~ -f-  R1  [ Voj.  le  n°  2; 

équation  (6)]  ; A£  = » et  AR'  = D'  = AC  sin  et  = AC 

Cette  valeur  de  D'  est  rigoureuse  ; mais  on  sent  que  dans  la  pra- 
tique on  pourra  presque  toujours  faire , sans  erreur  sensible  , 
D'  = | A a,  on  a aussi  CK'  = AC  cos  et  = h'. 


En  se  conduisant  comme  dans  le  n°,22,  on  trouvera  facilement 
les  formules  suivantes  : 


(h'  4 H)  (2 rk  4.  A»)  =;0*  + k1)  tang  a (Z — D')  4/ HZ» 
zrk  4 À*  < tt  [(2/rt  4 A‘)  tang  a 4 2/ HZ)]  J"”  ^ 

. Çe.s  formules  sont  simples  et  générales  ; elles  s’appliquent  à 

toute 
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toute  espèce  de  voûte  équilibrée.  Je  ne  sache  pas  que  personne 
les  ait  encore  données. 

Observons  que  si  l’épaisseur  de  la  voûte  était  très-petite,  ensorte 
qu’on  pût  regarder  les  poids  des  voussoirs  comme  concentrés  sur 
l’intrados,  et  qu’on  cherchât  l’équation  d’équilibre  dans  l’hypothèse 
des  arcs-boutans  du  n°  23,  on  arriverait  aux  mêmes  formules.  Dans 
ce  dernier  cas , il  faudrait  préalablement  chercher  le  centre  de  gra- 
vité de  la  demi-voûte , et  l’on  trouverait  que  sa  distance  à la  montée 
est  h — a cota. 

SECTION  III. 

Théorie  nouvelle  et  plus  rigoui'euse  de  la  poussée  , en  ayant  égard 

au  frottement. 

25.  Réflexions  préliminaires.  Dans  la  théorie  du  coin,  on  suppose 
que  la  poussée  oblique  ou  perpendiculaire  à la  face  du  coin,  s’exerce 
toute  entière  pour  renverser  le  pied-droit  : ce  principe  est  évi- 
demment faux  quand  on  a égard  au  frottement  ; car  on  a vu  , n°  2 1 , 
qu’un  parallélipipède  pouvait,  par  l’effet  du  frottement,  être  retenu 
en  l’air  par  le  moyen  de  deux  verges  appuyées  contre  ses  faces  ver- 
ticales; ce  qui  serait  évidemment  impossible  sans  le  frottement.  Nous 
avons  vu,  dans  ce  même  article,  que  le  frottement  diminue  la  pous- 
sée horizontale  du  coin  , et  nous  avons  trouvé  l’équation  d’équilibre 
qui  en  résulte.  La  théorie  de  cet  article  est  entièrement  applicable 
au  problème  de  la  poussée  des  voûtes  : il  suffit  de  regarder  la  verge 
qui  soutient  le  coin,  comme  représentant  le  massif  du  pied-droit 
augmenté  de  la  portion  de  voûte  qui  lui  est  supposée  adhérente. 
Il  ne  reste  plus  qu’à  trouver  quelle  est  la  portion  qui  doit  former 
le  coin  : c’est  à cette  recherche  que  je  vais  me  livrer. 

Je  distingue  trois  espèces  de  voûtes  en  berceau,  ou  même  quatre.’ 
La  première  comprend  celles  dans  lesquelles  le  voussoir  de  la  clef 
chasserait  ses  voisins  sans  le  frottement  ; je  les  appelle  voûtes  à 
clef-prépondérante.  La  seconde  espèce  comprend  les  voûtes  dont 
la  clef  serait  expulsée  par  les  voussoirs  voisins,  sans  le  frottement; 
ce  sont  les  yoûtçs  à clçf  en  défaut.  Enfin  la  troisième  espèce  est 

<5 
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celle  des  voûtes  équilibrées,  dont  chaque  voussoir,  sans  l’aide  du 
frottement , est  en  équilibre  avec  ses  voisins. 

Dans  la  première  espèce,  la  poussée  , exercée  par  la  clef,  est 
égale  à la  pression  qu’elle  éprouve , et  elle  se  transmet  toute  en- 
tière aux  naissances  : si  on  la  compose  avec  le  poids  du  reste  de 
la  demi- voûte,  la  résultante  passe  au-delà  du  point  £ de  la  fîg.  g, 
et  quelquefois  au-delà  du  point  a : dans  ce  dernier  cas , la  voûte 
serait  renversée , si  le  frottement  ne  diminuait  la  poussée  de  la  clef. 
Dans  la  seconde  espèce  la  poussée,  exercée  par  la  clef,  est  plus 
faible  que  la  pression  quelle  éprouve  par  le  reste  de  la  voûte  : c’est 
cette  pression  qui  réagit  aux  naissances,  et  qui  opère  la  poussée  de 
la  voûte.  Si  on  compose  la  poussée  de  la  clef  avec  le  poids  du 
reste  de  la  demi-voûte,  la  direction  de  la  résultante  passe  entre 
le  point  £ et  la  verticale  du  centre  de  gravité  de  la  demi-voûte  : 
Dans  les  voûtes  équilibrées,  la  poussée  de  la  clef,  égale  à sa  pres- 
sion, se  transmet  toute  entièi’e  aux  naissances  : si  on  la  compose 
avec  le  poids  de  la  voûte , la  résultante  passe  par  le  point  £. 

Imaginons  une  voûte  équilibrée,  et  retranchons,  par  la  pensée, 
un  certain  poids  à chaque  voussoir , excepté  à celui  de  la  clef  : la 
voûte  deviendra  de  la  première  espèce  ; la  clef  sera  prépondérante 
ou  par  excès  ) la  poussée  de  la  clef  sera  la  même  qu’auparavant  ; 
seulement  la  charge  verticale  de  la  voûte  sur  les  pieds-droits  sera 
diminuée  : or,  avant  la  soustraction  des  poids , la  poussée  hori- 
zontale de  la  clef  était  celle  de  la  voûte  elle-même,  et  elle  était 
égale  à celle  d’un  autre  coin  quelconque.  Depuis  la  soustraction 
des  poids,  cette  poussée  de  la  clef,  qui  est  encore  celle  de  la  voûte, 
est  devenue  un  maximum  : donc  on  a la  poussée  des  voûtes  de 
la  première  espèce,  en  cherchant  celle  de  la  clef,  qui  est  un 
maximum. 

Actuellement,  faisons  le  changement  inverse.  Imaginons  qu’on 
ait  retranché  un  certain  poids  au  voussoir  de  la  clef  d’une  voûte 
équilibrée , sans  rien  ôter  aux  autres  : la  clef  tendra  à être  expulsée  j 
on  aura  une  voûte  de  la  seconde  espèce  ; la  poussée  contre  les 
pieds-droits  ne  sera  plus  l’effet  de  la  clef,  mais  de  tous  les  autres 
voussoirs.  Plus  le  coin  sera  grand , plus  sa  poussée  sera  grande  ; 
on  aura  donc  la  poussée  de  la  voûte  , en  la  considérant  toute  en- 
tière comme  un  seul  coin  : cette  poussée  sera  encore  ici  un  maximum. 
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Ainsi , dans  les  deux  premières  espèces , la  poussée  de  la  voûte 
est  égale  à celle  du  coin  qui  exerce  la  plus  grande  : dans  les  voûtes 
équilibrées,  elle  est  constante;  l’expression  de  cette  poussée  est  en 

général  - — Dans  la  première  espèce , M est  le  plus  petit  vous- 

soir  AM  de  la  clef;  et  si  on  le  suppose  infiniment  petit,  ce  qui 
est  plus  commode  et  revient  sensiblement  au  même , la  poussée 

de  la  voûte  sera  j— . 

a.tang  « 

Dans  les  voûtes  de  la  seconde  espèce,  M embrassera  la  demi- 

» , a M 

voûte , et  la  poussée  sera 

Dans  les  voûtes  équilibrées  , M est  arbitraire , et  la  poussée  est 

. . M aM  dU 

indifféremment  , ou  — , ou  j— . 

tanga'  A. tanga'  a . tang  a 

Dans  ce  qui  précède , j’ai  eu  en  vue  les  voûtes  les  plus  ordi- 
naires ; cependant  il  peut  arriver  que  le  coin  qui  exerce  la  plus 
grande  poussée  ne  soit  ni  le  voussoir  de  la  clef,  ni  la  voûte  en- 
tière : dans  ce  quatrième  cas , il  faut  recourir  au  principe , que 
la  vraie  poussée  de  la  voûte  est  la  même  que  celle  du  coin  qui 
exerce  la  plus  grande  , et  chercher  préalablement  le  point  de  l’in- 

M \ 

. ) = o. 

vtang  &/ 

Etant  donna 

une  voûte  qui  repose  sur  un  plan  horizontal  sans  frottement,  trouver 
sa  poussée , c’est-à-dire  la  force  horizontale  qu’il  faudrait  employer 
de  dehors  en  dedans  contre  les  voussoirs  des  naissances , pour  em- 
pêcher que  la  voûte  ne  se  désempare.  Il  faut  voir  à présent  si  l’ad- 
dition du  pied-droit  peut  changer  la  théorie  précédente. 

Concevons  toujours  la  voûte  composée  de  deux  parties , l’une 
2M  formant  coin , l’autre  N réunie  de  chaque  côté  au  pied-droit  : 
je  dis  que  la  poussée  horizontale  du  coin  se  transmet  toute  entière 
au  centre  C de  rotation  du  pied-droit , comme  elle  se  transmettait 
au  point  a de  l’extrados,  quand  il  n’y  avait  pas  de  pied-droit.  En 
effet , si  l’on  imagine  au  point  C deux  forces , l’une  verticale  de  bas 
en  haut  et  égale  au  poids  de  la  demi-voûte  réuni  à celui  du  pied- 
droit  , l’autre  horizontale , de  dehors  en  dedans  , et  égale  à la  poussée 
du  coin  ; il  est  clair  que  le  système  des  forces  sera  en  équilibre.  La 


trados  qui  détermine  ce  coin,  en  employant  l’équation  dÇ- 
Ce  qui  précède  servirait  à résoudre  ce  problème 
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force  verticale  est  constante  , mais  îa  force  horizontale  est  variable 
et  dépend  du  coin  ; c’est  cette  force  variable  qui  tend  à renverser 
le  pied-droit  dans  presque  tous  les  cas  ; je  ne  dis  pas  toujours  , 
parce  qu’en  effet  il  peut  arriver  que  le  pied-droit  soit  renversé  par 
une  force  plus  petite  : ceci  mérite  d’être  éclairci. 

La  plus  grande  poussée  que  je  représente  par  F,  est  bien  la  force 
qui  tend  à faire  glisser  le  pied-droit;  mais  s’il  existe  une  autre  force 
ou  poussée  horizontale  F'  qui  , sans  être  aussi  grande  que  F.,  ait 
néanmoins  un  plus  grand  moment  relativement  à ceux  des  trois 
forces  verticales  qui  tendent  à faire  tourner  en  sens  contraire  , ce 
sera  F'  qui , agissant  avec  plus  davantage  , renversera  le  pied-droit. 
Ces  deux  effets,  le  glissement  et  le  mouvement  de  rotation  autour 
du  point  C , sont  entièrement  indépendans  ; le  premier  est  produit 
par  la  force  F , le  second  par  F'.  Si  l’on  calculait  Z de  manière  à 
mettre  le  pied-droit  en  équilibre  avec  le  coin  qui  a produit  F,  il 
n’en  serait  pas  moins  renversé  par  la  force  F'  provenant  d’un  coin 
de  moindre  poussée  , mais  qui  agit  plus  favorablement.  Quant  à ce 
second  coin  qui  produit  F'  et  qu’il  n’est  pas  moins  essentiel  de 
connaître,  on  l’obtiendra  en  cherchant  le  maximum  de  Z dans  l’équa- 
tion d’équilibre  de  rotation , en  y faisant  varier  et  : cela  est  encore 
fondé  sur  ce  principe , que  la  pesanteur  qui  tend  toujours  à produire 
le  plus  grand  effet  possible,  doit,  pour  le  renversement,  employer 
le  coin  le  plus  favorable. 

Ainsi,  le  coin  de  plus  grande  poussée  opère  le  mouvement  hori- 
zontal ou  le  glissement  , et  cependant  il  existe  ou  peut  exister  un 
autre  coin  qui  rende  Z maximum  et  opère  le  renversement.  Voilà 
deux  principes  qui  donnent  deux  valeurs  différentes  pour  Z,  si  on 
les  emploie  isolément  à la  détermination  de  a.  On  sent  néanmoins 
que  le  problème  ne  peut  avoir  qu’une  solution  : on  concilie  les  deux 
principes  de  la  manière  suivante. 

C’est  bien  toujours  la  plus  grande  poussée  F qui  opère  le  glisse- 
ment : je  dis  de  plus  à présent  qu’elle  opère  aussi  le  renversement, 
et  voici  comment  il  faut  concevoir  la  chose.  La  force  F,  qui  n’opé- 
rerait pas  le  renversement  si  elle  agissait  sur  le  joint  du  coin  dont 
elle  émane,  se  transmet  à un  autre  joint  qui  doit  être  celui  par 
lequel  elle  peut  renverser  le  plus  large  pied-droit.  Ce  troisième 
joint  dont  j’appelle  et?  l'angle  , doit  donc  rendre  Z un  maximum , 
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niais  en  regardant  F comme  constant.  Il  faut  imaginer  quatre  joints 
de  rupture  symétriquement  placés,  savoir,  deux  dans  chaque  moitié 
de  la  voûte  : le  coin  compris  ordinairement  entre  les  deux  joints 
les  plus  élevés  , produit  la  plus  grande  poussée  ou  7j  ; cette  force 
n’agit  pas  dans  ces  deux  joints  , elle  se  transmet  aux  deux  qui  sont 
inférieurs,  contre  lesquels  elle  opère  , avec  le  plus  grand  avantage 
possible  , le  renversement  des  pieds-droits. 

J’ai  dit  que  la  plus  grande  poussée  se  transmet  toute  entière  au 
point  C ; ensorte  que  si  l’on  appliquait  en  ce  point  deux  forces  , 
l’une  verticale  et  égale  au  poids  de  la  demi-voûte  augmenté  du 
pied-droit,  l’autre  horizontale,  dirigée  suivant  CD,  et  égale  à la  plus 
grande  poussée  , le  système  serait  en  équilibre  : mais  si  l’on  appli- 
quait à la  clef  une  force  horizontale  et  égale  à la  plus  grande 
poussée,  l’équilibre  subsisterait  encore.  Il  suit  de  là  que  non-seu- 
lement la  plus  grande  poussée  se  transmet  au  point  C , mais  encore 
qu’elle  réagit  sur  la  clef  et  y opère  une  pression  égale.  Les  mêmes 
raisonnemens  prouvent  que  la  plus  grande  poussée  est  une  force 
constante  qui  de  proche  en  proche  se  transmet  à tous  les  voussoirs 
sans  rien  perdre  de  son  intensité.  En  quelque  point  M qu’on  la 
suppose  appliquée  , il  faut  toujours  que  son  moment  à l’égard  du 
point  C,  soit  égal  au  moment  de  la  partie  supérieure  M,  qui  repose 
en  ce  point  plus  à celui  de  la  partie  inférieure  N augmentée  du 
pied-droit.  La  question  est  réduite  à savoir  quel  est  ce  point 
qui  facilite  le  plus  le  renversement  ou  qui  exige  le  maximum 
de  Z. 

Tels  sont  les  principes  de  la  théorie  que  j’ai  développée  dans  les 
articles  suivans,  et  qui  bannit  l’arbitraire  clans  la  position  du  joint 
de  rupture.  La  règle  de  pratique  suivie  jusqu’ici  n’était  fondée  sur 
aucun  principe  ; elle  ne  pouvait  pas  même  être  déterminée  par  l’ex- 
périence , à cause  du  nombre  et  de  la  variation  des  élémens  qui 
déterminent  la  position  des  joints  de  rupture. 

Dans  ce  qui  précède  , je  n’ai  point  considéré  le  frottement  : il 
faudra  examiner  les  modifications  qui  en  résultent  ; c’est  ce  que  je 
vais  faire  dans  les  articles  suivans,  en  distinguant  toujours  les  quatre 
espèces  de  voûtes. 

Enfin  , après  avoir  trouvé  les  formules  dans  3a  double  hypothèse 
du  coin  avec  ou  sans  frottement,  il  faudra  chercher  dans  l’hypothèse 
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des  arcs-boutans  , quel  est  le  joint  qui  produit  le  plus  grand  effet  et 
la  plus  grande  poussée  horizontale  en  C.  La  valeur  de  Z qui  en 
résultera  sera  encore  un  maximum.  Si  elle  surpasse  le  maximum 
donné  par  l’hypothèse  du  coin , il  faudra  la  préférer  ; car  la  pe- 
santeur produira  trois  joints  de  rupture  , savoir , un  à la  clef  et 
les  deux  autres  symétriquement  placés  , plutôt  que  deux  seule- 
ment , si  ce  mode  de  rupture  doit  lui  faire  produire  un  plus  grand 
effet. 

En  étendant  ce  principe,  on  serait  conduit  à supposer  cinq  joints 
de  rupture  plutôt  que  trois  ; mais  on  sent  que  les  difficultés  du  calcul 
surpasseraient  bientôt  les  forces  de  l’analyse  ; d’ailleurs  je  ferai  voir 
qu’il  n’y  a réellement  que  deux  hypothèses. 

26.  Formules  générales  dans  V hypothèse  du  coin  avec  frottement. 
Je  vais  appliquer  les  principes  du  numéro  précédent  à la  recherche 
des  formules  générales  , lorsqu’on  a égard  au  frottement. 

En  comparant  la  fig.  i3  avec  la  fïg.  20,  on  voit  que  le  cas 
d’équilibre  traité  dans  le  n°  21  , est  précisément  celui  d’une  voûte 
dont  la  partie  EFF'E'  agit  comme  un  coin  pour  renverser  le  reste 
de  la  VOÛte,  supposé  adhérent  au  pied-droit.  Je  rappelle  ici  la 
notation  que  je  conserverai  toujours,  à moins  que  je  n’avertisse  du 
contraire. 

Je  fais  (fig.  20),  AO=  h y OS  = a,  $S'—k,  OR'=^,  RR'=/ï, 
OG'=D,  AD=H,  DC  = Z,  SS'FE  = M,  EF«A=N,  M+N=S, 
SP  —x,  PE  = , SE=  .s  , a = angle  du  joint  quelconque  EF 

avec  la  verticale  ; R = rayon  de  courbure  du  point  E ; r = rayon 

circonférence 
diamètre  * 

-7T  = — : ô=angle  du  frottement,  ou  tang  0 = nt  ; F = pous- 

pression  0 * ■ 0 1 

sée  horizontale  produite  en  R par  le  coin;  et  (fig.  25)0 a.===a 
-f-  \ k = a' ; OZ—b';  AR'  = D';  £R'  = h' $ Aa  = K ;/=  densité 
du  pied-droit. 

Cela  posé , en  comparant  les  quantités  analogues  et  correspon- 
dantes du  n°  21  avec  les  données  précédentes  , on  reconnaîtra  qu’il 
faut  substituer  dans  l’équation  (17)  du  n°  21 , ( H -f-  h)  pour  H,; 
la  quantité  (è-j-  Z — <7)  pour  Z, , et  pour  NG  moment  du  massif,  la 


de  courbure  de  l’intrados  au  point  S ; m = 3, i/j.x6 
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somme  N (ê  -f-  Z — D)-f-  \fWL?  des  momens  du  pied-droit  et  de 
la  portion  de  voûte  adhérente. 

Par  ces  substitutions  dans  les  équations  (17  ),  on  a pour  les 
formules  de  l’équilibre  de  rotation  et  du  non-glissement  des  pieds- 
droits  , 

( H -}-  h ) F *-}-  -j-  ND  — bS  -}-  SZ  -j-  \ J'VLTJ’ .... 

F •tt  ( S — {—  /HZ  ) 

En  supprimant  le  terme  f HZ  , on  a la  condition  du  non-glisse- 
ment de  la  voûte  sur  le  pied-droit. 

Remarquons  d’abord  que  les  équations  (22)  reviennent  au  même , 
quand  tt  = o , que  les  équations  (18)  et  (19)  du  n°  22  , ainsi  que  cela 
devait  être. 

Pour  passer  à la  discussion  des  équations  (22),  il  faut  préalable- 
ment rappeler  quelques  principes.  Le  frottement  absorbe  une  partie 
de  la  poussée  horizontale  qu’un  coin  quelconque  produirait  sans 
cette  résistance  : il  opère  un  effet  de  plus  ; il  change  la  grandeur  du 
coin  de  plus  grande  poussée  et  celle  du  coin  du  plus  grand  renverse- 
ment; mais  cela  n’empêche  pas  que  les  choses  ne  se  passent  comme 
nous  l’avons  exposé  dans  l’article  précédent. 

Observons  d’abord  que  l’équation  (22)  est  censée  ne  renfermer 
d’autres  variables  que  cl  et  Z , puisque  M,  N,  q , D,  h sont  des 
fonctions  de  cl  données  par  l’équation  de  l’intrados. 

La  première  chose  à faire , c’est  de  chercher  l’angle  a.  du  joint 
de  plus  grande  poussée  : il  faut  pour  cela  employer  l’équation 

d¥  — o ou  (n92i),  d.M  cot  ( cl  -f-  6 ) = o (2^). 

La  seconde  opération  consiste  à chercher  le  maximum  de  Z.  Si 
on  substituait  la  valeur  de  cl  dans  l’équation  (22),  la  valeur  de  Z 
qu’on  en  tirerait , ne  serait  pas  un  maximum  ou  pourrait  n’en  être 
pas  un , quoiqu’elle  correspondit  au  maximum  de  la  poussée  : ce  ne 
serait  qu’une  première  valeur  approchée  de  Z. 

Si  011  égalait  à zéro  la  différentielle  de  la  valeur  de  Z donnée 
par  l’équation  (22),  on  aurait,  après  avoir  éliminé  a,  une  autre 
valeur  de  Z qui  serait  un  maximum  , mais  qui  ne  correspondrait 
pas  au  maximum  de  la  poussée  ; on  aurait  une  seconde  valeur  plus 
approchée  pour  Z. 


j («)• 
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Enfin , on  aura  le  vrai  maximum  cherche  de  Z,  en  observant 
qu’il  s’agit  de  trouver  le  point  d’application  dans  lequel  la  force 
constante  F s’exerce  avec  le  plus  davantage  contre  le  pied-droit. 
Or,  Z sera  un  maximum  si  le  premier  membre  de  l’équation  (22) 
en  est  un  ; car  si  on  fait  dz  = o dans  le  second  membre,  il  s’anéantit. 
De  plus  il  suffit,  pour  que  ce  premier  membre  soit  un  maximum  , 
qu’on  ait  l’équation 

Fdh  -\-d(M.q)  -f-  d (ND)  = o. . (24)> 

puisque  F est  constant.  Substituant  dans  l’équation  (22)  la  valeur 
de  et  donnée  par  l’équation  (24)  , on  aura  le  maximum  cherché  de  Z, 
c’est-à-dire  la  vraie  solution,  la  plus  rigoureuse  qu’on  puisse  desirer, 
puisqu’elle  remplit  la  double  condition  de  procurer  le  maximum  de  F 
et  celui  de  Z. 

La  solution  rigoureuse  comprend  , comme  on  voit,  deux  parties, 
savoir  : i°  trouver  F par  l’équation  (23)  ; 20  trouver  Z par  les  équa- 
tions (24)  et  (22). 

Pression.  Il  est  essentiel  dans  la  science  de  la  construction , 
de  savoir  quelle  pression  éprouve  chaque  voussoir , afin  d’en  con- 
clure s’il  pourra  suppoi’ter,  sans  en  être  écrasé,  la  pression  trouvée 
par  le  calcul, 

Nous  avons  vu  ( n®  21)  que  lorsqu’un  coin  repose  entre  deux 
plans  inclinés  fixes , la  pression  qui  a lieu  dans  le  contact  est 

- — : cela  n’a  plus  lieu  dans  la  voûte , parce  que  la  pres- 

sin  a.  cos  a 1 

sion  n’est  pas  toujours  l’effet  du  coin  supérieur,  mais  quelquefois 
celui  de  la  partie  inférieure  de  la  voûte.  Si  l’on  appliquait  deux 
forces  au  joint  des  naissances , l’une  verticale  et  égale  au  poids  de 
la  demi-voûte,  l’autre  horizontale  et  égale  à la  plus  grande  poussée  F; 
si  en  même  temps  on  appliquait  à la  clef  une  force  horizontale  = F ; 
il  est  évident  que  la  demi-voûte  serait  en  équilibre  avec  ces  trois 
forces.  On  voit,  comme  je  l’ai  déjà  dit,  que  la  poussée  réagit  contre 
tous  les  voussoirs  , et  qu’il  en  est  de  même  de  la  force  verticale  et 
égale  à S dont  je  viens  de  parler.  Il  suit  de  là  que  chaque  joint  est 
sollicité  à la  fois  par  deux  forces  , l’une  F horizontale  , 1 autre  M 
verticale  = poids  des  voussoirs  supérieurs  , ainsi  que  par  deux 
autres  égales  et  directement  opposées  , d’où  résulte  l’équilibre  et  la 

pression. 
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pression.  Il  faut  calculer  l’effet  des  forces  F et  M perpendiculaire- 
ment au  joint  : la  somme  des  deux  pressions  partielles  sera  la  pres- 
sion totale  et  cherchée  P. 

La  pression  partielle  produite  par  F sera  F cos  et  ; celle  provenant 
dé  M sera  M sin  et  : on  aura  donc  la  somme 

F cos  cc  -J-  M sin  et  = P (a5). 

Cette  formule , en  y mettant  pour  F et  M leurs  valeurs , fera  con- 
naître la  pression  P qu’éprouve  un  joint  quelconque  : elle  fait  voir 
que  cette  pression  est  F pour  la  clef  et  S pour  le  voussoir  des  nais- 
sances , si  la  ligne  des  naissances  est  horizontale. 

La  pression  P est,  comme  on  voit , variable  pour  chaque  joint  ; 
cela  donne  lieu  à un  problème  curieux  et  utile , celui  de  savoir 
quel  est  le  joint  pour  lequel  P est  un  maximum , et  quelle  est  alors 
la  valeur  de  P. 

On  trouvera  l’angle  et  du  joint  en  question,  en  égalant  à zéro  la 
différentielle  de  la  valeur  de  P , prise  en  regardant  F comme  cons- 
tant, et  en  y mettant  pour  M sa  valeur  donnée  en  fonction  de  et, 
par  la  figure  de  la  voûte , et  l’on  aura 

M cota— F + ~ =0 ..(>5'). 

Ayant  trouvé  a par  l’équation  05'),  et  ayant  substitué  sa  valeur  dans 
l’équation  05),  ou  aura  le  maximum  de  pression  P. 

27.  Formules  dans  V hypothèse  des  arcs-boutans.  J’ai  dit  qu’après 
avoir  cherché  Z dans  l’hypothèse  du  coin  avec  frottement,  il  fallait 
la  chercher  dans  celle  des  arcs-boutans  : deux  principes  qui  ont 
servi  de  base  à la  première  recherche  , s’appliquent  encore  à la 
seconde.  1°.  Il  faut  trouver  l’arc  qui  s’appuyant  d’une  part  à la  clef 
sur  l’extrados,  et  d’autre  part  par  son  extrémité  inférieure  sur  l’in- 
trados , exerce  la  plus  grande  poussée.  20.  Cette  poussée  se  trans- 
mettant et  réagissant  dans  tous  les  voussoirs  , il  faut  trouver  le  point 
d’application  où  elle  produira  le  plus  grand  effet , c’est-à-dire  le 
maximum  de  Z.  Ainsi  on  doit  avoir,  comme  dans  l’hypothèse  du  coin 
avec  frottement,  dL  =0  et  dF  =3  o. 
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Il  est  évident,  en  reprenant  l’équation  (20)  du  n°  23,  qu’on  a 

Ml 


F = 


(26). 


c-f-Zt — h 

On  remplira  donc  la  condition  JF  = o par  l’équation  suivante 

d (ï+T=r%)  = ° O?)- 


Quant  à la  seconde  condition  JZ  = o , on  observera , comme 
dans  le  numéro  précédent,  qu’en  cherchant  le  maximum  de  Z , il 
faut  faire  F constant.  On  verra  ensuite  que  l’équation  (20)  est  la 
même  que  l’équation  (22)  , avec  cette  différence  seulement  que  la 
lettre  F , qui  dans  les  deux  hypothèses  représente  le  maximum  de 
la  poussée  , n’a  pas  la  même  valeur  dans  toutes  deux , quoiqu’elle 
soit  constante  dans  les  deux  cas. 

La  marche  à suivre  dans  l’hypothèse  actuelle  est  donc  la  même 
que  dans  la  précédente  , ainsi  que  la  formule  des  équations.  Seu- 
lement il  faut  observer  que  le  plus  souvent  la  valeur  de  F sera  ici 
un  peu  plus  difficile  à trouver , et  que  de  plus  le  frottement  n’entre 
pour  rien  dans  le  calcul. 


Formules  d’ approximation. 

28.  Dans  les  deux  numéros  précédens  , j’ai  donné  les  moyens 
d’approcher  de  la  vraie  valeur  de  Z,  autant  que  la  nature  du  pro- 
blème paraît  le  comporter.  Les  calculs  à faire  peuvent  paraître  longs 
et  même  surpasser  la  portée  de  la  plupart  des  Architectes.  Je 
vais  essayer,  dans  cet  article,  de  donner  des  formules  dune  appli- 
cation plus  facile  et  suffisantes  pour  les  besoins  de  la  pratique  , 
sauf  à recourir  aux  articles  précédens , quand  on  aspirera  à plus 
de  précision. 

Je  reprends  l’équation  (_2 2 ) que  je  mets  sous  la  forme  sui- 
vante, qu’on  verra  revenir  au  même,  en  retournant  à la  notation 
convenue. 

(H-WOF-HA  — fc')F  — M(&  — y-f-D')  — N (6  — D+D') 
-7  ==  S ( Z — D'-f-i  /HZ* (a). 

Maintenant  je  remarque  que  le  terme  (h  — h')  F exprime  le 
moment  de  la  poussée  F pour  faire  tourner  (fîg.  20)  et  (fig.  25)  , 
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la  partie  de  voûte  EF «A,  autour  du  point  é,  du  joint  des  nais- 
sances ; que  le  terme  — M (&  — ^*f»D")  est  le  moment  de  Faire 
SS'FE  , et  le  terme  — N(  b — D -f-  D')  celui  de  l’aire  EFæA  pour 
faire  tourner  autour  du  même  point  en  sens  contraire.  Si  les  deux 
derniers  momens  ne  l’emportaient  pas  sur  le  premier,  l’équilibre 
serait  détruit  , et  la  voûte  renversée  ; donc  les  deux  momens  qui 
ont  le  signe  moins  , surpassent  le  premier  qui  est  positif  : or  la 
variation  de  Z ne  dépend  que  de  celle  des  trois  termes  ci-dessus  ; 
donc  Z sera  un  maximum  quand  la  somme  de  ces  trois  termes  sera 
un  minimum , c’est-à-dire  zéro. 

Au  reste  cette  conclusion  n’est  vraie  qu’en  négligeant  l’effet  du 
ciment  qui  peut  rendre  une  partie  de  la  voûte  adhérente  à un  certain 
point  aux  pieds-droits  : c’est  pour  cela  que  la  conclusion  que  j’ai 
tirée  n’est  qu’une  approximation. 

Je  fais  donc  égale  à zéro  la  somme  des  trois  momens  ci-dessus  , 
ce  qui  réduit  l’équation  (a)  à la  suivante  : 

(H  + /F)  F = S (Z— D')  + F/HZ* (b). 

Nous  serions  arrivés  à cette  dernière  équation  par  le  raisonnement 
suivant  : Si  l’on  appliquait  au  point  £ deux  forces  , l’une  verticale 
~ S , l’autre  horizontale  = F , la  voûte  serait  en  équilibre  : donc  la 
voûte  reproduit  en  sens  contraire  contre  le  pied-droit  auquel  elle 
tient  par  le  frottement,  les  deux  forces  ci-dessus.  Si  on  égale  le 
moment  de  F autour  du  point  G , à celui  de  S augmenté  de  celui  du 
pied-droit , on  retrouve  l’équation  (b). 

On  aperçoit  que  le  second  principe  qui  nous  a fait  trouver  l’équa- 
tion (b)  , n’est  autre  chose  que  l’hypothèse  des  deux  arcs-boutans 
embrassant  chacun  la  demi-voûte.  Ainsi  les  deux  hypothèses  rentrent 
l’une  dans  l’autre  , quand  on  fait  la  somme  des  trois  momens  ci- 
dessus  égale  à zéro. 

Celte  même  supposition  donne  la  valeur  de  F : en  effet  , elle 
exprime  l’état  d’équilibre  de  la  voûte  : cet  équilibre  doit  donc  avoir 
lieu  quand  la  poussée  est  appliquée  à la  clef.  Or  , à la  clef  on  a 
M = o,  N = S ; égalant  à zéro  les  trois  momens  pour  ce  point , on  a 


b — D -f-  D' 

a-\-\k  — h' 


en  observant  qu’alors  h = a -f- 
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Il  ne  reste  plus  qu’à  substituer  cette  valeur  de  F dans  l’équa- 
tion  (b)  ) mais  il  y a quelques  observations  à faire  : cette  valeur  de  F 
n’est  pas  sa  vraie  valeur,  mais  seulement  la  limite  quelle  ne  peut 
excéder;  car  cette  vraie  valeur  peut  être  moindi-e  sans  qu’il  y ait 
renversement.  C’est  ce  qui  arrive  quand  la  somme  des  trois  momens 
dont  nous  avons  parlé  est  négative.  Par  exemple  , si  l’extrados  est 
une  ligne  droite  horizontale  , on  a a -j-  \ k — h~  o , d’où  F infinie. 
11  suit  de  là  que  la  limite  trouvée  pour  F s’écarte  trop  de  la  vérité , 
quand  la  voûte  est  très-aplatie.  Nous  allons  chercher  une  autre 
limite  qui , combinée  avec  la  première,  donnera  toujours  un  résultat 
suffisamment  exact. 

J’ai  déjà  dit  que  sans  le  frottement  et  l’adhérence , toutes  les 
voûtes  non-équilibrées  s’écrouleraient  : voyons  leurs  effets  sur  la 
poussée. 

On  a F = M cot  ( et  6 ) ; quand  ô = o,  on  a F = M cot  ol , et 
à la  clef,  dans  les  voûtes  de  première  espèce , F = dM . d cot  a = £ , 
quantité  finie.  La  valeur  de  F est  souvent  si  grande  alors , qu’elle 
renverserait  la  voûte  sur  le  pied-droit , comme  nous  le  verrons  dans 
le  berceau  circulaire.  Le  frottement  seul  s’y  oppose  ; car  quand  9 
n’est  pas  zéro  , on  a à la  clef  F = o.  Le  maximum  de  F n’a  plus  lieu 
en  ce  point  ; il  s’en  éloigne  suivant  la  nature  de  la  voûte  et  la  gran- 
deur du  frottement  : on  explique  par  là  pourquoi  les  voûtes  non 
équilibrées  ne  sont  pas  toutes  renversées. 

Dans  les  voûtes  de  la  seconde  espèce , le  maximum  de  F aurait 
lieu  aux  naissances  sans  le  frottement , et  la  partie  supérieure  de 
la  voûte  serait  expulsée  par  la  réaction  des  voussoirs  inférieurs. 
Le  frottement  fait  remonter  le  joint  de  plus  grande  poussée,  et  en 
diminuant  la  valeur  de  F,  il  empêche  l’expulsion  de  bas  en  haut  des 
voussoirs  supérieurs. 

Comme  l’expression  de  la  poussée  est  différente  dans  les  quatre 
espèces  de  voûte  , il  est  utile  de  savoir  distinguer  à laquelle  des 
quatre  espèces  un  berceau  proposé  appartient. 

Il  faut  concevoir  qu’on  ait  construit  sur  la  même  épaisseur  k de 
la  clef,  un  extrados  qui  rendît  la  voûte  équilibrée  : s’il  embrasse 
l’extrados  proposé,  le  berceau  est  de  la  première  espèce  ; s’il  en  est 
embrassé,  le  berceau  est  de  la  seconde  espèce  ; si  les  deux  extrados 
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se  confondent , le  Berceau  est  évidemment  équilibré  : enfin,  s’ils  se 
coupent , le  berceau  est  de  la  quatrième  espèce.  On  a un  exemple 
de  cette  quatrième  espèce  , lorsque  l’intrados  est  circulaire  et  que 
l’extrados  étant  parabolique,  s’éloigne  depuis  la  clef. 

Dans  la  première  espèce  , quand  on  néglige  le  frottement , la 
valeur  de  F est  facile  à trouver.  En  effet,  on  a 0 = o ; F = M cot  a ; 

dŸ  = d(M  cot  a = Mais  on  a dM  = — ( 2r-\-k); 

et  r,  dont  l’expression 

dS 

devient,  quand  ds  = dj , r = — Tjv\  ’ ce  donne 

dw) 


d.tang  «=j(ç) 


dy- 


générale  est 


ds3 


d tang  a 


= kr  -f-  | k3  = F . 


■(<*)• 


C’est  une  autre  limite  de  F dans  la  première  espèce  de  voûte, 
puisque  le  frottement  a été  négligé.  La  limite  analogue  pour  la 
seconde  espèce  est  F = S cot  a , en  entendant  ici  par  & l’angle  du 
joint  des  naissances. 

En  résumant  tout  ce  qui  a été  dit  dans  cet  article  , on  trouve  les 
formules  suivantes. 


Formules  pour  la  première  espece  de  berceaux* 


S (H  + h')  = s ( Z-  D')  + Î/H?,-. ...) 

k ( r + i k)  (H+  h')  = SZ  + t/HZ- >.Vt..(28). 

+ (*H-i*‘X*(S+/HZ.) ) 


On  emploiera  la  première  des  trois  équations  plutôt  que  la  seconde,* 
— S < A-/*  — f—  | k1  ; et  vice-versâ  : cela  est  fondé  sur  ce 


que  la  plus  petite  des  deux  limites  de  F est  la  plus  proche  de  la  vraie 
valeur. 

La  troisième  équation  exprime  la  condition  du  non-glissement 
des  pieds-droits  sur  leur  plate-forme  : on  choisira  aussi  la  première 
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expression  du  premier  membre  de  l’ine'galité , quand  on  fera  usage 
de  la  première  équation  pour  déterminer  Z. 

Enfin , si  la  voûte  est  très-aplatie , on  fera  h'  = o , D'  = o dans  la 
première , si  elle  doit  être  employée  , parce  que  le  mouvement  de 
rotation  se  fait  autour  du  point  A. 

Formules  pour  les  berceaux  de  la  seconde  espece. 

S ( H + K ) =S(Z-D')  + i/H7,*.... 

S cot  « (H  + fe')=S  (Z— D')  + i/HZ- 

s ou  S cota  < 7T  (S+  /HZ) 

11  faut  faire  la  même  distinction  que  ci-dessus  pour  le  choix  entre 
la  première  et  la  seconde. 

Observations.  Tout  ce  que  j’ai  dit  dans  l’article  précédent  s’ap- 
plique également  aux  voûtes  équilibrées.  Cependant  lorsque  l’épais- 
seur est  très-petite,  ou  que  les  poids  des  voussoirs  sont  supposés 
concentrés  sur  l’intrados , il  n’y  a plus  lieu  de  chercher  le  point 
d’application  de  la  poussée  F pour  rendre  Z un  maximum  , parce 
que  la  somme  des  trois  momens  dont  j’ai  parlé  pour  faire  tourner  la 
demi-voûte  autour  du  pointé,  est  une  quantité  constante  qui  devient 
zéro  quand  on  y fait  F = c ( vojez  n°  24).  Ainsi , pour  les  voûtes 
équilibrées , on  peut  prendre  pour  formules  d’approximation,  celles 
du  n®  24. 

Quant  aux  voûtes  de  la  quatrième  espèce , on  pourra  employer 
celles  rapportées  ci-dessus  pour  la  première  et  la  seconde  espèce. 

Il  est  encore  une  observation  générale  à faire.  11  n’existe  de 
maximum  pour  Z , c’est-à-dire  un  point  d’application  plus  favo- 
rable à la  poussée  , que  dans  l’hypothèse  où  l’on  suppose  une  partie 
de  la  voûte  adhérente  au  pied-droit  ; mais  quand  on  considère  la 
demi-voûte  comme  ne  formant  qu’une  seule  pièce  , le  point 
d’application  est  indifféremment  à la  clef  ou  aux  naissances.  Il 
vaut  mieux  choisir  ce  dernier  point,  ainsi  que  je  l’ai  fait  , parce 
que  l’équation  d’équilibre  est  plus  simple  qu’elle  ne  le  serait  en 
choisissant  la  clef. 
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Récapitulation . La  première  chose  à faire , c’est  de  connaître 
la  valeur  de  6 ou  la  grandeur  du  frottement.  Dans  les  pierres  de 
taille , le  rapport  nt  du  frottement  à la  pression  , est  environ  ~ ; 
mais  comme  dans  la  construction  il  peut  se  glisser  du  sable 
entre  les  voussoirs  , ce  qui  diminue  le  frottement,  il  sera  plus 
convenable,  et  en  même  temps  plus  prudent  de  faire 
valeur  qui  convient  aux  corps  passablement  polis  : cela  donne 
0 = 1 8° 26'  nonagësimaux. 

Substituant  cette  valeur  de  ô dans  l’e'quation  (a3),  ainsi  que  celle 
de  M donnée  en  fonction  de  a par  l’équation  d’intrados , on  aura 
la  valeur  de  a,  qui  détermine  le  joint  de  plus  grande  poussée.  Re- 
mettant cette  valeur  de  et  dans  l’équation  (2  3)  , on  aura  celle  de  F. 
Enfin  mettant  dans  l’équation  (24)  la  valeur  de  F et  celle  de  S donnée 
par  la  figure  de  la  voûte  , on  aura  Z. 

Il  faut  observer  que  la  valeur  de  F est  aussi  celle  de  la  pression 
qui  a lieu  à la  clef , chose  essentielle  à connaître  , puisque  c’est 
par  elle  qu’on  saura  si  la  pierre  dont  la  résistance  est  censée  connue 
par  l’expérience  , peut  soutenir,  sans  s’écraser,  la  pression  qu’elle 
éprouve  à la  clef.  Quant  à celle  qui  a lieu  aux  naissances  et  à la 
base  du  pied-droit  , elle  n’est  autre  chose  , dans  le  premier  point, 
que  le  poids  de  la  demi-voûte  ; et  dans  le  second , celui  de  la  demi- 
voûte  augmenté  du  pied-droit.  C’est  faute  d’avoir  calculé  cette 
pression  que  les  colonnes  du  Panthéon-Français  se  sont  écrasées 
dans  leur  circonférence  , ce  qui  les  a fait  affaisser.  Enfin  il  faudra 
chercher  par  la  formule  (25'),  la  position  du  joint  qui  éprouve 
le  maximum  de  pression  et  la  valeur  de  ce  maximum , afin  de  con- 
naître la  plus  grande  pression  qu’aura  à supporter  le  voussoir  le 
plus  pressé. 

Après  avoir  trouvé  le  maximum  de  Z dans  l’hypothèse  du  coin 
avec  frottement,  on  pourra  le  chercher  dans  celle  des  arcs-boutans 
du  n°  23.  Pour  cela , on  emploiera  le  procédé  du  n°  27.  On  choi- 
sira alors  le  plus  grand  des  deux  maxima  de  Z fournis  par  les  deux 
hypothèses. 

Si  la  voûte  est  très-surbaissée  , l’hypothèse  des  arcs-boutans 
pourra  donner  le  plus  grand  des  deux  maxima.  M.  Perronnet  a 
observé  que  dans  les  grandes  arches  très-surbaissées  , il  se  faisait 
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trois  ruptures  , la  première  à l’intrados  de  la  clef,  les  deux  autres 
près  des  naissances  à l’extrados. 

Il  est  en  effet  difficile  de  concevoir  que  les  pieds-droits  puissent 
éprouver  le  plus  petit  mouvement  de  rotation , sans  que  la  voûte 
s’ouvre  à la  clef.  Dans  l’hypothèse  du  coin  sans  frottement , on  est 
obligé  de  supposer  dans  le  contact,  des  deux  joints  de  rupture  un 
petit  globule  mouvant  par  lequel  se  transmet  la  poussée.  Hors  ce 
cas,  on  ne  peut  se  dispenser  d’admettre  le  frottement,  ou  bien  il 
faut  renoncer  à l’hypothèse  du  coin. 

Dans  la  section  suivante,  les  applications  que  je  ferai  achèveront 
d’éclaircir  la  théorie.  Je  terminerai  celle-ci  par  une  remarque  impor- 
tante ; c’est  qu’il  n’y  a réellement  que  deux  hypothèses  , celle  du 
coin  et  celle  des  arcs-boutans.  En  effet,  si  on  suppose  un  nombre 
pair  de  joints  de  rupture , il  n’y  en  aura  point  à la  clef  ; deux  joints 
symétriquement  placés , formeront  toujours  un  coin  ; un  de  ces 
coins  sera  celui  de  plus  grande  poussée  ; cette  plus  grande  poussée 
sera  celle  qui  se  transmettra  au  centre  de  rotation  du  pied-droit 
et  qui  réagira  à la  clef;  il  faudra  ensuite  chercher  son  point  d’ap- 
plication le  plus  favorable  pour  avoir  Z : c’est  précisément  en  quoi 
consiste  ma  théorie. 

Si  on  suppose  un  nombre  impair  de  joints  de  rupture,  il  s’en 
trouvera  un  à îa  clef.  Chaque  moitié  de  voûte  sera  partagée  en 
arcs-boutans.  La  poussée  qui  aura  lieu  dans  un  point  de  rupture 
pourra  être  regardée  comme  provenant  de  la  réunion  des  arcs  supé- 
rieurs dont  le  plus  élevé  butte  à la  clef.  Il  existera  un  maximum  de 
poussée  qui  sera  encore  celui  qui  opère  le  renversement.  Il  faudra 
ensuite  chercher  son  point  d’application , puisque  cette  poussée  se 
transmet  et  réagit  dans  tous  les  points  : on  aura  ainsi  le  maximum 
de  Z.  Il  est  donc  vrai  qu’il  n’existe,  comme  je  l’ai  dit,  que  deux 
hypothèses  différentes.  Il  ne  doit  pas  paraître  moins  évident  que  le 
renversement  se  fera  par  celle  des  deux  qui  offrira  le  plus  de  facilité 
à la  force  de  la  pesanteur. 

Au  reste  tout  ce  que  je  viens  d’exposer  dans  cet  article  suppose 
qu’on  peut  trouver  la  vraie  valeur  de  Z ; mais  il  faudrait  pour  cela 
que  le  ciment  fût  susceptible  d’appréciation  , et  que  l’action  du 
frottement  fût  bien  connue  ; comme  rien  de  tout  cela  n’a  lieu , il 
s’ensuit  qu’il  faut  renoncer  à trouver  la  vraie  valeur  de  Z , et  se 

contenter 
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contenter  de  la  limite  fournie  par  l’équation  (28)  ou  (29),  et  par 
celles  des  nos  26  et  27. 

Dans  le  n°  28 , la  demi-voûte  est  censée  agir  d’une  seule  pièce  ; 
dans  les  articles  26  et  27,  on  a supposé  que  la  poussée  provenait  du 
coin  ou  de  l’arc  capable  d’exercer  la  plus  grande  , et  de  plus,  que  la 
voûte  s’ouvrait  dans  le  joint  qui  favorise  le  plus  le  renversement , 
tandis  que  la  partie  inférieure  restait  adhérente  au  pied-droit  : ce 
ne  sont  là  que  des  hypothèses  que  beaucoup  de  causes  accidentelles 
peuvent  détruire  ; elles  ont  toujours  l’avantage  de  bannir  l’arbitraire 
dans  la  position  du  joint  de  rupture  et  de  fournir  des  limites  de  Z» 
suffisantes  pour  la  pratique* 

SECTION  IV. 

Applications  à différentes  espèces  de  voûtes. 


29.  Berceau  cylindrique.  Comme  dans  les  hypothèses  des  arcs- 
boutans  et  de  la  Hyre  , on  a besoin  de  connaître  le  centre  de  gravité 
d’une  partie  de  la  voûte  dont  je  suppose  ici  l’épaisseur  constante,  je 
commence  par  ce  problème  préliminaire. 

Il  s’agit  de  trouver  la  position  du  centre  de  gravité  d’un  espace 
ou  portion  de  couronne  circulaire  EF «A  ( fîg.  26)  formé  par  deux 
arcs  de  cercle  concentriques  et  par  deux  portions  de  rayon. 

J’imagine  cet  espace  décomposé  en  trapèzes  infiniment  petits , tels 
que  AA 'a'a.  Les  centres  d’inertie  de  tous  ces  petits  trapèzes  seront 
placés  sur  un  arc  de  cercle  RL  qui  sera  également  chargé  partout 
du  poids  de  ces  trapèzes.  La  question  sera  réduite  à trouver  le  centre 
d’inertie  G de  cet  arc  RL,  lequel  doit  être  placé  sur  le  rayon  OR 
qui  divise  en  deux  également  l’angle  O. 

Soit  AO  = b , A a = ky  angle  AOE  :=  Q : on  trouve  aisément  que 


OR  . KL 


; mais  £ étant 


æR  ==  5 k ^ k.  On  sait  ensuite  que  OG  — „_T 

3 20  -J-  k ^ arc  KRL 

exprimée  en  parties  du  rayon  1 , on  a arc  RRL  = £.OR ; de  plus, 

RL  ==  2 sin  l g.  OR  et  O g'  = OG.cos  \ g.  On  déduit  aisément  de 

ces  valeurs , Og  = g sm  g - D. 


8 
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Quand  la  couronne  est  d’un  quadrant,  comme  dans  la  (fig.  22), 

• p p q * i 2 3ô2  -f-  3 bk  -f-  k 2 

on  a sin  b==  i : G = 1,0700  et  D = 5 , r . 

3 31  0 m (2 b + /{) 

Cette  valeur  de  D servira  à faire  usage  de  l’hypothèse  du  coin  de 
la  Hyre  et  de  celle  des  arcs-boutans. 

On  déduit  aisément  de  la  valeur  de  D,  en  observant  que  G =90* — et, 
l’expression  de  Z = EL  ( fig.  21),  employée  dans  l’hypothèse  des 
arcs-boutans  du  n°  23,  et  l’on  trouve 


Z = 5sinet  — |(i  — COs  et  ) 


3 b0-  -f-  3 bk  -f-  k* 
a.  ( zb  -j-  k ) 


En  substituant  la  valeur  de  D dans  l’équation  (18)  du  n°  22, 
ainsi  que  {b- f- 1 k)  cos  a pour  h,  et  1 pour  f,  on  a la  formule 
suivante  qui  dispense  de  chercher  le  centre  de  gravité  dans  l’hy- 
pothèse du  coin  sans  frottement.  J’ai  fait  pour  abréger. 


5-f-|Æ=5';  3,i4i 6 = /»; 


Z = 


2 rnkb' 

~w 


+ 


x / lit  . , zk^b'^ct  mbkb'  . zk  cos  «.  7 , _,7  . 7„.  m*k2b' 

V a-cot“+înr„i; — h— i •+Si*+*‘)+-w- 


O)- 


Il  faut  calculer  et  en  partie  du  rayon  1 f et  non  en  degrés . Si  l’on 
fait  a = 45°  = 0,7854  = \ m9  on  a sin  et  =0.707  ; c’est  l’hypothèse 
de  la  Hyre. 

Si  l’on  applique  au  berceau  cylindrique  les  réflexions  des  n°*  2-5 
et  26,  on  reconnaît  qu’il  est  de  la  première  espèce  : d’ailleurs 


qu’elle  devient  un  maximum  à la  clef  où  et  = tang  et  , résultat 
conforme. 


Si  l’on  veut  avoir  la  valeur  de  Z dans  l’hypothèse  du  coin  sans 
frottement , auquel  cas  le  maximum  de  poussée  a lieu  à la  clef , on 
aura  M = o;  N =S  — \mk  ; F =k  Çb-^-jk);  h=(b- k)  ; 

q — o,  et  pour  D la  valeur  trouvée  ci-dessus  pour  le  cas  du  quart  de 
cercle.  Substituant  dans  l’équation  (22)  ou  (28) , et  faisant , pour 


5g 


DE  L’ÉQUILIBRE  DES  VOUTES; 
abréger  , b -h  7 k = on  a la  suivante 


Z=-2^-t-  / ^+^ï(o,8584'J-  + 


.(J). 


On  retrouve  cette  même  équation  en  faisant  dans  l’équation  (a)  , 
et  = o , comme  cela  doit  être  à la  clef.  Au  reste  cette  équation  (Z») 
ne  donne  que  la  plus  grande  limite  de  la  valeur  de  Z,  puisqu’elle 
suppose  le  frottement  nul,  ce  qui  est  faux. 

On  prouverait  que  quand  le  frottement  est  nul  , c’est  à la  clef 
qu’on  a à la  fois  le  maximum  de  poussée,  le  maximum  de  Z en  fai- 
sant varier  la  poussée,  ou  en  la  regardant  comme  constante  ; mais 
cette  considération  n’est  que  de  pure  curiosité. 

Si  d’après  la  valeur  de  F = Æ(£-f-^A:),on  cherche  par  l’équa- 
tion (17)  la  condition  d’équilibre  entre  la  clef  et  la  demi-voûte, 
on  trouve  k-=.  0,821 8b.  Ce  résultat  fait  voir  que  sans  le  frotte- 
ment , il  faudrait  que  l’épaisseur  k fût  presque  égale  au  rayon  b , 
pour  que  la  clef  ne  renversât  pas  la  demi-voûte  sur  le  pied-droit, 
en  la  supposant  même  d’une  seule  pièce.  Mais  le  frottement  rend  la 
poussée  nulle  à la  clef,  et  s’il  y existe  une  pression  , elle  n’est  que 
l’effet  de  la  réaction  des  autres  voussoirs. 

Si  on  veut  employer  l’hypothèse  de  deux  arcs-boutans  embras- 
sant chacun  la  demi-voûte  , on  a les  formules  suivantes  pour 
l’équilibre  de  rotation  et  la  condition  du  non-glissement  des  pieds- 
droits  , 

o, 2854* ( b +\k)  H = o,785 4*(£  + {■  k)  Z -J- /HZ*. . . . 

0,2854  ( b -f-  \ k)  < (0,7854 k(b  ■+■£*)  + 2/HZ) 


Je  n'ai  rapporté  ce  qui  précède  que  pour  donner  un  exemple  de 
la  manière  de  se  conduire  pour  discuter  une  voûte  dans  les  diffé- 
rentes hypothèses.  Je  passe  maintenant  à l’application  de  mes  for- 
mules (25)  et  (28)  des  nos  26  et  28,  qui  me  paraissent  préférables 
à tous  égards. 

L’équation  ( 25  ) qui  est  F = M cot  ( 0 -f-  a ) devient  ici 
F = *(&  + £*)  a cot  ( 0 -f-  a);  on  a 0=  180  26'  : on  peut  cher- 
cher le  maximum  de  F,  soit  par  le  tâtonnement , soit  par  l’équation 
p.  = sin  (0  -f-  a)  cos  ( 0 -4-  et  ) , à laquelle  on  arrive  en  égalant  à 
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zéro  la  différentielle  de  F : on  trouve  # = 2 g*  environ;  c'est  l’angle 
qui  donne  le  coin  de  la  plus  grande  poussée.  La  valeur  de  F devient 
F=o,4649A(ê-f-i  A).  Faisant  doncS  = i,5rjo8k(b-\-^k')—iJ5'jo8b'l(; 
F = 0,4 65b' k;  h'  = o,  dans  la  première  des  équations  (28),  on  aura 
les  formules  suivantes  pour  l’équilibre  de  rotation  et  le  non-glisse- 
ment des  pieds-droits , 

„ 1,5708 b'k  / (1,5708 o yçfîb'k.  6,2832 b'kD' 

— /H  V JTE  1 ~J  1 Jh 

o^Bb'k  < tt  ( i,57o8£'A+/HZ) 

On  voit  par  la  dernière  qu’en  faisant  tt  = § , le  pied-droit  ne 
saurait  glisser  sur  sa  base  ; on  voit  aussi , en  supprimant  le  terme 
jfHZ , que  la  voûte  ne  peut  pas  non  plus  glisser  sur  le  pied- 
droit. 

Je  terminerai  cet  article  par  un  exemple  numérique.  Soit  ê=3o  ; 
H =40;  A = 1. 

Si  l’on  fait  a.  = 45°  ( ce  qui  est  l’hypothèse  de  la  Hire  ) dans  l’équa- 
tion (a) , elle  donne  Z = 6,56. 

Si  dans  la  même  équation  on  fait  a — o , ce  qui  est  l’hypothèse 
du  coin  sans  frottement,  elle  donne  pour  le  maximum  de  Z,  Z=7,g4; 
l’équation  (b)  aurait  donné  le  même  résultat. 

Si  l’on  emploie  l’équation  ( c ) , ce  qui  est  l’hypothèse  de  deux 
arcs-boutans  comprenant  chacun  la  demi-voûte,  on  a Z = 4,92. 
Mais  il  faut  observer  que  ce  n’est  pas  l’arc-boutant  de  go°  qui 
donne  la  plus  grande  poussée;  l’arc  qui  la  donne  est  variable  et  long 
a trouver. 

Si  on  fait  usage  de  la  formule  ( d ) , on  a Z = 4>4d- 

Enfin  par  la  formule  (28)  du  n°  28,  on  trouve  Z =5, 10. 

Ce  dernier  résultat  est  celui  qu’il  faut  préférer  ; il  donne  la  limite 
de  la  plus  grande  valeur  de  Z : si  la  formule  de  la  Hire  donne  une 
valeur  encore  plus  grande,  c’est  parce  qu’elle  est  fausse;  c’est  parce 
qu’elle  ne  tient  pas  compte  du  frottement  : si  on  y a égard , on  a un 
résultat  plus  faible. 

5o.  Berceau  en  demi-ellipse . La  figure  24  représente  un  demi-ber- 
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ceau  elliptique  qu’on  a construit  en  traçant  d’abord  une  ellipse  stê  , 
et  en  lui  menant  ensuite  deux  courbes  parallèles,  à égale  distance. 
Par  cette  construction,  l’intrados  et  l’extrados  ne  sont  point  des 
ellipses,  quoiqu’ils  aient  la  même  développée  qu’elles. 

Cette  voûte  est  de  la  première  espèce,  et  sans  le  frottement,  la 
clef  exercei'ait  le  maximum  de  poussée  : cette  résistance  éloigne  le 
maximum  de  ce  point.  Il  faudra  trouver  F par  l’équation  (23),  en 
observant  qu’on  a ici  M — ks  : ce  calcul  est  assez  long  ; on  trou- 
vera ensuite  Z par  l’équation  (24). 

Si  l’ellipse  est  surbaissée , il  vaudra  mieux  employer  les  formules 
(29)  déduites  de  l’hypothèse  des  arcs-boutans.  Si  l’on  veut  éviter  la 
longueur  du  calcul,  on  pourra  supposer  que  le  maximum  de  F a lieu 
aux  naissances , ce  qui  donnera  Z un  peu  trop  petit.  L’arc-boutant 
embrassant  la  demi-voûte , le  calcul  devient  très-simple  au  moyen 
des  tables  ci-après.  La  première  donne  la  distance  D de  la  montée  à 
la  verticale  passant  par  le  centre  de  gravité  du  quart  d’ellipse  ; la 
seconde  fait  connaître  la  longueurs  de  ce  quart  d’ellipse,  et  l’on  a 
S = ks.  Dans  la  première , Oê  ou  b'  a été  supposé  = 1 ; dans  la 
seconde,  le  demi-grand  axe  a été  fait  = 1. 

On  verra  que  dans  l’hypothèse  des  arcs-boutans  embrassant  chacun 


la  demi  - voûte  , l’équation  ( 29  ) du  n°  28  donne  F = 
Ayant  les  valeurs  de  S,  F,  l’équation  (29)  devient 


i<s  a b — d ) 
a + k 


Z 

F 


ks  1 . / 2F 

’Th'V  + 

<;  Tf  ( ks  +/HZ  ) 


• • («). 


Ces  formules  supposent  que  le  centre  de  gravité  de  l’aire  SS'aA 
est  le  même  que  que  celui  du  quart  d’ellipse  uQ  : cela  serait  rigoureux, 
si  l’ellipse  passait  par  les  centres  partiels  de  gravité  de  tous  les 
voussoirs  ; mais  l’erreur  est  peu  sensible  ; d’ailleurs  il  serait  aisé 
de  la  corriger. 

La  valeur  de  7j  donnée  par  la  formule  (al)  sera  un  peu  trop  petite. 
On  aura  la  plus  grande  limite  en  employant  l’hypothèse  du  coin 
sans  frottement,  c’est-à-dire  les  équations  (28)  du  n°  28,  qui 
fourniront  les  formules  suivantes  , en  observant  qu  ici  on  a 
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kV* 

a' 


i . / àV  - b /z 'b 

+ V f » Ha  ■+■  f \ a ' 


<tt  (A.+/HZ) 


Supposons,  pour  faire  une  application  des  tables,  b=8-,  ks=  2 j 
<2  = 7;  d’où  a —8  ; b'  — g. 

Le  b'  de  la  table  ayant  été  supposé  = 1 , il  faudra  aussi  faire  le 
de  la  table  ==  § = 0,8888 , pour  avoir  la  valeur  correspondante 
de  D.  Je  prends  dans  la  première  table,  la  différence  0,0122  entre 
Oj6i33  et  0,6255,  nombres  correspondans  à 0,8  et  0,9  , entre 
lesquels  tombe  0,8888  ; puis  je  fais  cette  proportion  0,9  — 0,8  ou 
0,1  : 0,9  — 0,8888  ou  0,01 12  ::  0,0112  : un  quatrième  terme  qu’on 
trouve  être  0,0014  ; retranchant  ce  nombre  de  0,6255  , il  vient 
0,6241  qui  étant  multiplié  par  9,  donne  5,6169  pour  la  valeur  de  D. 

En  prenant  de  même  des  parties  proportionnelles  dans  la  seconde 
table,  on  trouvera  s = 1 3,363.  Il  ne  reste  plus  qu’à  substituer  les 
valeurs  de  D et  s dans  les  formules  ci-dessus. 


Table  pour  la  détermination  du  centre  de  gravité  d’un  quart  d’ellipse } 

la  demi-base  b'  étant  un. 


a 

ou  montée 

moyenne. 

D 

ou  distance 

OG' 

a 

ou  montée 

moyenne. 

D 

ou  distance 

OG'. 

a' 

ou  montée 

moyenne. 

D 

ou  distance 

OG'. 

ar 

ou  monte'e 
moyenne. 

D 

ou  distance 
OG'. 

0,0 

o,5ooo 

0,7 

°,  599.9 

1>4 

0,6720 

2,1 

0,7098 

0,1 

o,5c55 

0,8 

o,6i33 

1,5 

0,6788 

2,2 

o,7i5i 

0,2 

o,5ig8 

°>9 

o,6255 

1,6 

o,685i 

2,3 

0,7170 

0,3 

o,5365 

1,0 

o,6366 

L7 

0,6910 

& y 

0,7205 

0,4 

o,5534 

0,6464* 

1,8 

o,6g63 

2,5 

0,7236 

0,5 

0,5698 

1,2 

0,6559 

1 ,9 

0,701 4 

0,6 

- — 

o,5854 

1 >3 

0, 6644 

2,0 

0,7057 
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Table  des  longueurs  des  quarts  d’ellipses  dont  le  demi-grand  axe 

est  un. 


Demi 

petit  axe. 

s 

ou  longueur 
du  quart 
d’ellipse. 

Demi 

petit  axe. 

s 

ou  longueur 
du  quart 
d’ellipse. 

Demi 

petit  axe. 

s 

ou  longueur 
du  quart 
d’ellipse. 

Demi 

petit  axe. 

f 

ou  longueur 
du  quart 
d’ellipse. 

0 

0 

0 

1 , 0000 

o,3o 

1,0967 

0,60 

1,2764 

°>9° 

i,4g33 

m 

0 

0 

1,0075 

o,35 

1,1227 

0,65 

1 ,3io6 

0,95 

1 , 53i8 

0, 10 

1 ,0188 

0,40 

t, i5o6 

0,70 

i,3456 

1,00 

1 , 5708 

o,  i5 

1 , 0357 

0,45 

1 , 1802 

0,75 

1 ,58i5 

O 

CS 

•A 

O 

1 o5ig 

o,5o 

1,2110 

0,80 

1 ,4181 

0,25 

1,0730 

o,55 

1 , 2433 

o,85 

i,4554 

3i.  Berceau  parabolique.  Supposons  que  la  voûte  représentée 
par  la  figure  25,  soit  formée  d’une  parabole  aÇ , à laquelle  on  a 
mené  de  part  et  d’autre  et  à égale  distance , deux  courbes  parallèles  , 
pour  avoir  l’intrados  et  l’extrados  qui  ne  seront  pas  des  paraboles  , 
quoiqu'ils  aient  la  même  développée  qu’elle. 

En  faisant  Oet  = d , OC  — b' , et  conservant  les  autres  notations , 
l’équation  de  la  parabole  a C sera  j%~px  = : on  aura  M=  ks. 


tang  a = — = : donc 

° dy  p tang  a. 


M 


kps 

17 


la  poussée  horizontale  sera 


un  maximum  quand  s-  en  sera  un , c’est-à-dire  à l’infini  sur  la  courbe  i 

la  voûte  est  donc  de  la  seconde  espèce , ainsi  qu’on  pouvait  le  dé- 
duire des  principes  des  nos  26  et  25. 

Il  faudra  chercher  F par  l’équation  (a5)  dans  l’hypothèse  du  coin 
avec  frottement,  et  par  l’équation  (27)  du  n°  27,  dans  l’hypothèse 
des  arcs-boutans  ; je  ne  rapporte  pas  ces  calculs  auxquels  on  ne  doit 
avoir  recours  que  lorsqu’on  aspire  à beaucoup  d’exactitude.  Il  sera 
suffisant  pour  l’ordinaire , de  chercher  F par  l’équation  (26)  de  la 
seconde  hypothèse. 
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Ayant  trouve  F,  l’une  ou  l’autre  des  e'quations  (29)  et’(28)  don- 
nera Z en  y substituant  les  valeurs  de  D'  et  S = ks. 

OnaD'=AR'=A£ sina=^4 qu’on  trouve  être  D'  = ■—  afi  — ; 

on  pourra  se  contenter  de  faire  D'=|Æ  : on  a aussi  s = É*—  \Zp*+4y'J> 

d P 

intégrale  qu’on  trouve  être 

J V>2  + 4a"  + \ loë1-(vr+  vV  + 4r ), 

'b* 

et  qui,  en  mettant  b'  pour  jr , et  — pour  p , devient 


s = v \Z'b2~i~4  'a*  l°ë  ]/ ( 2a' ~l~  K^'b^-j- 4'a*)- 


Il  faut  se  rappeler  dans  l’emploi  de  cette  équation , de  multiplier 
les  logarithmes  ordinaires  des  tables  par  2,3o 2585. 

Si  on  veut  avoir  la  limite  de  Z en  négligeant  le  frottement , on 
prendra  la  valeur  de  F donnée  par  l’équation  F = S cot  a. 


Pour  avoir  la  pression  P qu’éprouve  un  voussoir  quelconque , on 
fera  usage  des  équations  (25),  (?5')  dun°  26. 

Après  avoir  rapporté  les  différentes  formules  propres  à faire 
trouver  Z , il  faut  toujours  se  souvenir  que  cette  vraie  valeur  de 
Z est  impossible  à trouver , et  qu’il  n’y  a rien  de  mieux  a faire 
que  d’adopter  la  limite  donnée  par  les  formules  (29)  : il  faut  ap- 
pliquer cette  conséquence  aux  voûtes  dont  je  parlerai  dans  les 
articles  suivans, 


32.  Berceau  en  chaînette.  La  figure  25  représente  ici  un  berceau 
construit  en  menant  à la  chaînette  deux  courbes  parallèles. 
J’ai  démontré  dans  les  nos  i3  et  suivans  , que  ce  berceau  est 
équilibré  ; ainsi  les  formules  du  n°  24  s’appliquent  à la  voûte 
proposée. 

En  conservant  toujours  les  mêmes  notations  , on  a ici  M = ks , 
tang  et  = ^ ^ (voyez  le  n*  i3  ).  Le  rayon  de  courbure  de  la 

chaînette 
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chaînette  intermédiaire  à la  clef,  ou  / =c  (voyez  le  même  numéro)  ; 

et  celui  d’intrados = n=c—  \ k ; D'  ;=|  Æ sin  a,=±  k^= ; 

h' =£R.'  = \ k y-  = -r—  ; s = \/V  -f-  2«'c.  Quant  à la  valeur  de  c, 

elle  est  donnée  en  fonction  de  a et  b' , qui  sont  ici  ce  que  a et  b 
étaient  dans  le  n°  i3.  Enfin,  abstraction  faite  du  frottement,  on  con- 
naîtra toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  les  formules  (21)  du 
n°  24,  ou  dans  ce  cas  r = c — \ k.  En  faisant  les  substitutions  dont 
j’ai  parlé  dans  les  formules  du  n°  24  , elles  deviennent 


(A'  + H)  (V  — V)  i=2^(Z  — D')+/LIZa.. 
( s*  — V ) - < tt  ( zks  + 2/HZ  ) 


O)-' 


Exemple.  Soit  a = b'  = 3o,5;  A=  1 ,*  H = 4°  : il  faut  d’abord 
trouver  la  longueur  s de  la  demi-chaînette  aê. 

Je  cherche  dans  la  table  du  n°  i3  l’endroit  où  a:  et  y ont  entre 
eux  le  rapport  1 qui  est  demandé  : je  vois  que  cela  aura  lieu  pour 
x entre  4o>°°  et  40, g3  > et  pour  y entre  4°>24  et  40,62.  Soit  q la 
fraction  par  laquelle  il  faut  multiplier  Ax  = 0,93  et  Ay  = 0,08, 
pour  que  x et  y augmente's  de  cette  fraction  de  différence  première  , 
deviennent  égaux  : on  aura  x -f-  qAx  ==/ -f-  qAy  ; d’où  l’on  tire 

q = On  a dans  le  cas  présent,  q-=z^—  o,44  î ^Ajr=o,4o; 

qAy  = o,  1 6 : donc  les  nouveaux  x et  y intercalés  dans  la  table , sont 
égaux  quand  ils  sont  chacun  4°>4°  > niais  al°rs  s devient  s -J-  qAs  , 
c’est-à-dire  60, 44*  Il  ne  reste  plus , pour  avoir  les  valeurs  de  a , c 
et  s , que  de  multiplier  4°>4°>  60,44  et  Ie  c de  la  table  = 25  par 

3o  5 

ou  0,755;  ce  qui  donne  s = 45>63  ; c — 18,8g; 

Mettant  donc  dans  l’équation  (21)  du  n°  24 , 1 pour  k;  3o,5  pour 
a!  et  b'  ; 4°  pour  H ; ^5,65  pour  s ; et  pour  c,  18, 8g  , valeur  qu’on 

aurait  aussi  trouvée  par  l’équation  c=.  — , on  trouvera  Z = 5,  x g. 


Nous  avons  vu  dans  l’article  du  berceau  circulaire  , que  l’hypo- 
thèse de  la  Hire  a donné  Z = 6,56.  Le  frottement  a été  négligé 
dans  les  deux  cas. 

M.  Bossut  a donc  eu  tort  de  dire  (Dynamique , équilibre  des  voûtes, 
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H®  g , pag.  39g)  que  les  voûtes  en  chaînette  ont  une  pousse'e  consi- 
dérable , puisqu’on  vient  de  voir  qu’elle  est  .moindre  que  pour  les 
berceaux  en  demi -cercle.  Les  constructeurs  doivent,  sous  tous 
les  rapports,  préférer  la  chaînette  pour  les  berceaux,  à moins 
qu’ils  ne  doivent  être  chargés  de  poids  étrangers  qui  détruiraient 
l’équilibre. 

Quant  au  glissement  , il  sera  aisé  de  vérifier  qu’il  n’y  en  aura 
pas. 

M.  Bossut  est  tombé  dans  une  autre  erreur  : il  a pris  pour  in- 
trados une  chaînette  , jet  au  lieu  de  lui  mener  intérieurement  et 
extérieurement  deux  courbes  parallèles  , il  n’a  mené  que  celle 
qui  est  extérieure  : j’ai  fait  voir  qu’alors  le  berceau  n’est  plus 
équilibré. 

Je  finirai  cet  article  par  un  problème  qui  n’a  pas  un  rapport  im- 
médiat avec  notre  objet,  mais  qui  est  curieux.  On  demande  quelle 
longueur  il  faut  donner  à une  corde  pesante  qui  doit  être  attachée 
à deux  points  fixes  situés  à la  même  hauteur , pour  que  la  tension 
ou  l’effort  qui  a lieu  en  ces  deux  points  soit  la  plus  petite  possible. 
On  sent  que  si  la  corde  est  très-courte , elle  exercera  un  très-grand 
effort  ; qu’il  en  sera  de  même  si  elle  est  longue  : il  existe  entre  ces 
deux  extrêmes  un  minimum  qu’il  faut  trouver. 

On  verra  que  la  tension  de  la  corde  est  yyy^ , ou  —yy  y ou  (n®  1 3) , 

À-0'+  c)  : ainsi  la  quantité  qui  doit  être  un  minimum  est  œ-hc.  J’y 
substitue  pour  d sa  valeur  en  b'  (voyez  n°  i3)  ; je  différentie  ensuite  , 

en  faisant  varier  c et  regardant  b'  comme  constant  : égalant  la  diffé- 

2 v 

— b'  - <-  c 

rentielle  à zéro  , on  en  tire  e c = y : on  trouve  que  pour  satis- 
faire à cette  équation  , il  faut  que  b'  valant  un , c soit  ■■  ^'55  ’ et 

alors  la  valeur  qui  en  résulte  pour  d , est  0,6761  ; c’est-à-dire  que 
Ja  distance  du  point  le  plus  bas  de  la  chaîne  à l’horizontale  pas- 
sant par  les  deux  points  de  suspension,  doit  être  environ  le  tiers  de 
la  distance  entre  ces  deux  points.  Ce  résultat  peut  avoir  des  applica- 
tions utiles  dans  la  Mécanique. 

Si  l’un  des  bouts  de  la  corde  étant  fixe , l’autre  était  roulé  sur  un 
treuil  situé  à même  hauteur  que  le  point  fixe  , la  puissance  appli- 
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quée  à la  manivelle  du  treuil  serait  un  minimum  , lorsque  le  rap- 
port trouvé  ci-dessus  entre  a et  b ' aurait  lieu.  La  pression  qu’une 
voûte  équilibrée , abstraction  faite  du  frottement , exerce  sur  les 

impostes  , est  -7-^  : elle  est  dont  aussi  un  minimum  quand  le  rapport 

ci-dessus  existe  entre  la  base  et  la  montée. 

Au  reste  il  ne  faut  pas  confondre  la  pression  avec  la  poussée  ; celle- 
ci  est  constante  et  a pour  expression  kc  ; elle  est  la  même  pour  un 
arc  quelconque  de  la  même  courbe  ; elle  augmente  dans  le  rapport 
de  c quand  on  passe  d’un  individu  de  la  même  famille  à un  autre. 
Ainsi  c étant  le  rayon  de  courbure  à la  clef,  il  s’ensuit  que  plus  la 
voûte  est  aplatie , plus  la  poussée  est  grande.  C’est  par  la  même 
raison  que  plus  une  corde  approche  de  l’horizontale,  plus  sa  poussée, 
c’est-à-dire  l’effort  quelle  fait  horizontalement  pour  rapprocher  les 
deux  points  de  suspension  , est  considérable. 

33.  Berceau  pai'abolique  équilibré.  Dans  le  n°  3i  , le  berceau 
parabolique  n’était  pas  équilibré  : ici  l’intrados  est  une  parabole  , 
et  l’extrados  a été  calculé  d’après  le  n°  1 1 , de  manière  à faire  dé- 
croître l’épaisseur  depuis  la  clef,  afin  d’obtenir  un  berceau  équilibré. 
Ainsi  les  formules  qui  conviennent  sont  celles  du  n°  24,  abstrac- 
tion faite  du  frottement. 

La  voûte  proposée  est  représentée  par  la  figure  9.  En  conser- 
vant toujours  les  mêmes  notations  , on  a ici  le  rayon  de  cour- 

l è2 

bure  à la  clef,  ou  ;*  = -/?=—,  et  de  plus  ( voyez  le  n°  3i  ) , 

D' = —7^=:  Ii  = -~l^=  ; tang  a = — . Substituant  ces  valeurs 
V/è2+4a2  V />+4a2  b 

dans  les  équations  (21)  du  n°  24,  on  aura  celles  qui  conviennent  au 
berceau  proposé. 

M.  Bossut  ( Dynamique , n°  19,  pag.  408  ) suppose  que  toutes  les 
forces  agissent  sur  l’intrados  , ce  qui  revient  à supposer  que  l’intrados 
est  chargé  de  tous  les  poids  des  voussoirs , comme  s’ils  y étaient 
attachés  par  des  fils  , et  que  la  voûte  n’eût  aucune  épaisseur;  on  voit 
que  c’est  une  erreur  : il  en  a commis  une  autre  en  faisant , dans  la 
figure , croître  l’épaisseur  depuis  la  clef.  Au  reste  cet  Auteur  n’a 
jamais  fait  entrer  le  frottement  dans  ses  calculs.  J’ai  donné  le$ 
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moyens  d’en  tenir  compte  lorsqu’on  aspire  à plus  d’exactitude.  Je 
n’aurais  pu  entrer  dans  ce  détail  pour  chaque  espèce  de  voûte,  sans 
passer  les  bornes  que  je  me  suis  prescrites. 

Au  reste,  il  faut  toujours  se  rappeler  que  le  problème  de  la 
poussée  ne  comporte  que  des  solutions  approchées.  Dans  l’im- 
possibilité d’avoir  la  vraie  valeur  de  Z , ce  qu’il  y a de  mieux  à 
faire  , c’est  d’adopter  la  limite  fixée  par  les  formules  que  j’ai 
données. 

34.  Voûtes  en  arc  de  cloître.  Je  ferai  usage  dans  cet  article  et 
dans  le  suivant,  de  l’hypothèse  des  arcs-boutans,  parce  que  la  limite 
quelle  fournit  procure  une  solution  assez  approchée. 

Pour  concevoir  la  voûte  dont  il  s’agit  , il  faut  imaginer  deux 
demi-cylindres  d’égal  diamètre  , se  pénétrant  l’un  l’autre , de 
manière  que  leurs  axes  se  rencontrent  perpendiculairement , leurs 
deux  surfaces  seront  partagées  en  huit  nappes,  quatre  égales  par 
dessus  ou  en  dehors,  et  quatre  égales  en  dedans  : les  quatre  pre- 
mières forment  une  voûte  d’arête  ; les  quatre  dernières , la  voûte 
en  arc  de  cloître.  Nous  allons  examiner  les  conditions  d’équilibre 
dans  la  dernière  espèce. 

La  figure  26  représente  le  plan  de  la  voûte  ; ABB'A'  est  le  quarré 
recouvert  par  la  voûte  ; AOB,  BOB',  B'OA',  A'OA,  sont  les  pro- 
jections des  quatre  nappes  cylindriques,  qui  se  manifestent  en  forme 
de  pyramide , à la  clef  dont  O est  la  projection  ; la  première  et  la 
troisième  appartiennent  au  même  cylindre  ; la  seconde  et  la  qua- 
trième font  partie  de  l’autre  cylindre. 

La  figure  27  représente  la  section  faite  par  un  plan  vertical  élevé 
sur  la  ligne  TT'  (fig.  26)  : on  y voit  que  TP  est  l’épaisseur  des  mu- 
railles ou  pieds-droits , QP  l’épaisseur  de  la  voûte  ; que  PQ/R , 
P'QVR',  sont  des  portions  de  la  voûte  appartenantes  aux  nappes 
AOB,  A'OB'. 

Cela  posé,  voici  comment  on  peut  concevoir  l’équilibre  de  la 
voûte  : chaque  nappe  est  composée  de  tranches  par  des  plans  ver- 
ticaux perpendiculaires  à l’axe  du  cylindre , et  chaque  voussoir  d’une 
même  tranche  a deux  faces  dans  ces  plans,  et  deux  autres  dirigées 
a 1 axe< 
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Imaginons  quatre  points  symétriquement  placés  sur  les  arêtes  de 
la  voûte,  et  dont  M , M',  N',  N,  soient  les  projections  ; à ces  quatre 
points  aboutissent  huit  arcs  égaux  de  la  voûte  ; ces  8 arcs  se  contre- 
balancent mutuellement  deux  à deux  : ainsi  (fîg.  37)  les  deux  arcs 
PQrR,  P'QVJV  se  font  équilibre,  en  s’appuyant,  d’une  part,  contre 
les  pieds-droits,  de  l’autre  , en  se  poussant  par  l’intermède  de  la  por- 
tion rectiligne  de  voûte  RcrR'. 

Il  s’agit  d’évaluer  l’effet  de  l’arc  PQ/R  pour  faire  tourner  le  pied- 
droit  autour  du  point  G,  et  de  sommer  la  poussée  de  tous  les  arcs 
pareils  pour  avoir  l’effet  total.  On  suppose  que  la  muraille  qui  forme 
le  pied-droit,  est  liée  de  manière  à ne  former  qu’un  seul  massif; 
car  on  sait  que  les  poussées  des  différons  arcs  étant  variables  , si  le 
pied-droit  n’e'tait  pas  d’une  seule  pièce  , il  pourrait  être  renversé 
dans  la  partie  du  milieu,  sans  l’être  dans  les  angles. 

Soit  le  rayon  intérieur  des  cylindres  ;=  \ AB  = HP  = æ,  l’épais- 
seur PQ  de  la  voûte  = la  hauteur  des  pieds-droits  PD  =±  H , 
leur  largeur  DC  = Z , GG'  la  verticale  qui  passe  par  le  centre  G 
de  gravité  de  la  portion  de  voûte  PQrR , RM  — x. 

Il  faudrait  pour  résoudre  le  problème  rigoureusement , chercher 
le  centre  de  gravité  de  l’espace  PQrR , ce  qui  conduit  à des  résul- 
tats compliqués  : nous  supposerons  que  ce  centre  est  le  même  que 
celui  de  l’arc  «€  dont  le  rayon  est  ce  qui  est  sensiblement 

vrai  ; nous  supposerons  encore , pour  îa  facilité  de  l’intégration , 
que  la  portion  de  voûte  PQrR  s’appuie  par  le  point  a,  au  lieu  de  /•, 
dans  l’instant  de  la  chute , ce  qui  est  suffisamment  exact. 

En  faisant,  pour  simplifier,  a-f-}Æ  = H£=r,  on  trouve  d’abord 


PG' 


y | / ~ A 

— (en  nommant  ctG  = s). 

En  se  rappelant  ce  que  nous  avons  dit  n°  on  verra  que  G 'g' 
représentant  le  poids  de  l’espace  PQrR,  la  force  horizontale,  qui 
agit  en  P pour  renverser  le  pied-droit , sera  représentée  par  PG'  : 

or  on  a PQrR := ks  et  G' g = s/r*  — - x%  ; la  poussée,  exprimée 
k$ . PC/ 


par 


G' 


g 


, sera  donc 


aks 

t/czrv* 


kr.  Cette  quantité  étant  multipliée 


par  P p (fîg.  26)  , épaisseur  d’une  tranche  verticale  de  îa  nappe  , 
donnera  la  poussée  de  cette  tranche;  et  en  l’intégrant,  on  aura  îa 
poussée  de  toute  la  nappe. 


7° 


Or  on  a AP 


• THEORIE 
PM  = a — x , d’où 


P p = d'(AP)  = — dx. 


L’expression  de  la  poussée  de  la  tranche  élémentaire  dont  VprnM 
est  la  projection,  devient  donc krdx  ; mais  on  a 


ahsds 


— rdx 


\ A2  — *4 

, ce  qui  change  l’expression  ci-dessus  en  celle-ci: 


\/  r*  — x 2 

4 -krdX)  dont  l’intégrale  est 


ah  s1 


2r  tf-krx-^c.  Cette  quantité  doit 

être  zéro , lorsque  s = o et  x—  r , ce  qui  donne  c = — kr * : de  plus  , 
elle  doit  être  complète  pour  toute  la  demi-nappe,  quand  ^=le  quart 

3,i^n6i  a:  = o.  Faisant  ces  substitutions,  on  a 


de  ceixde  = 


pour  la  poussée  horizontale  de  la  demi-nappe  AOB  , l’expression 
| (3,i4i6)2æAt  — Ar2 , et  pour  la  nappe  entière,  zkr  Çi23'5rja  — r). 

Pour  avoir  le  poids  de  la  voûte,  ou  la  résultante  de  toutes  les 
forces  verticales  qui  pi’essent  le  pied-droit  aux  différens  points  P, 
et  dont  chacune  est  exprimée  par  ks , il  faudra  intégrer  — ks dx  : 

on  a f — ksdx  = — ksx  -j-  fkxds  = — ksx  -f-  f ■■-■-.rx^dL  — 
J J y/r*  — x* 

= — ksx  -f-  krs/r* — x2,  quantité  à laquelle  il  n’y  a pas  de  cons- 
tante à ajouter,  parce  quelle  devient  zéro,  quand  x=r  et  ^ = o : 
en  y faisant  x—  o , on  a pour  la  demi-nappe,  kr* , et  pour  la  nappe 
entière  , 2 kr*.  Remarquons  que  la  somme  des  pressions  verticales 
est  le  poids  même  du  quart  de  voûte  ; ce  poids  ou  ce  volume  étant 
divisé  par  A,  doit  donner  la  surface  : cette  surface  est  donc  ici  2/-% 
c’est-à-dire  le  double  de  l’aire  de  sa  projection  AOB,  résultat  aussi 
simple  que  remarquable.  En  égalant  le  moment  de  la  poussée  ho- 
rizontale autour  du  point  C , à ceux  du  poids  du  quart  de  voûte  et 
du  pied-droit;  pour  plus  de  généralité,  j’appelleyTa  densité  com- 
parée à celle  1 de  la  voûte  ; on  a l’équation  d’équilibre , 


2A/EI  (1,2337#:-—  r)  = 2/>2AZ  ~f 


fHZ* 


(2 a -j-  Z). 


En  appelant  toujours  vr  la  fraction  qui  exprime  le  rapport  du 
frottement  à la  pression,  la  condition  qu’il  n’y  ait  pas  de  glissement 
dans  les  pieds-droits  , sera  exprimée  par  l’inégalité  suivante  : 

zkr ( 1 ,23376c  — ;•)  < 7T  [2 r2A  -f- /HZ  (2#  -f-  Z)]. 
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Il  est  utile  encore  de  connaître  le  volume  renferme  sous  la  voûte , ou 
compris  entre  elle  et  le  quarré  de  la  base.  En  appelant  / l’arc  PR 
(fîg.  27),  on  voit  qu’il  faudra  ajouter  toutes  les  tranches  élémen- 
taires qui  ont  VprnM.  pour  projection  horizontale,  et  le  demi-seg- 
ment PRM  pour  projection  verticale  : or  on  a PRM  = |æ/  — 
~x\/a2 — x2  ; l’épaisseur  de  la  tranche  verticale  ci-dessus  est  dx  : 
on  a donc,  pour  le  volume  d’une  portion  de  l’espace  couvert  par 
la  nappe  f § as' dx  -f-  \fxdx  \/ a2  — x*  = — \ as' x -f-  \faxds'  — 

!(«a  — — *as'x + ?/===-- — x*y  = — l as'x-h 


~ a*  \/a* — x2  — \{a2 — x 2)%  quantité  à laquelle  il  ne  faut  point 
ajouter  de  constante,  parce  quelle  est  nulle  d’elle-même,  quand 
s'  = oetx  = « : env  faisant  x = o,  on  a f a?  pour  le  volume  re- 
couvert par  la  demi-nappe,  et  par  conséquent  f a3  pour  celui  re- 
couvert par  la  voûte  entière. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  de  la  voûte  est  double  de  celle  de 
sa  base  : nous  venons  de  trouver  que  le  volume  qu’elle  embrasse 
est  | a3,  c’est-à-dire  les  § du  parallélipipède  circonscrit  : ces  pro- 
priétés sont  les  mêmes  que  pour  une  voûte  hémisphérique , pro- 
priété simple  et  curieuse. 


35.  Voûte  d’arête.  Nous  avons  expliqué  dans  le  problème  pré- 
cédent, la  génération  de  la  voûte  d’arête  en  même  temps  que  celle 
de  la  voûte  en  arc  de  cloître  : la  figure  28  est  le  plan  de  la  voûte 
d’arête  ; aa'b'b  est  le  quarré  qui  lui  sert  de  base , ou  qui  est  recou- 
vert; AELF  est  un  des  quatre  piliers  égaux  qui  supportent  les 
quatre  angles  de  la  voûte  ; la  figure  29  est  la  section  faite  par  un 
plan  vertical  élevé  suivant  QQ'  (fig.  28)  ; la  figure  3o  est  la  section 
faite  par  un  plan  vertical  passant  par  la  diagonale  EE"  de  la  fig.  28  : 
dans  ces  figures  on  a ponctué  les  lignes  qui  n’ont  pas  de  réalité, 
et  qui  ne  servent  qu’aux  démonstrations. 

Voici  comment  il  faut  concevoir  l’équilibre  dans  cette  voûte. 
Soient  M,  M',  N',  N,  les  projections  horizontales  (fig.  28)  de  quatre 
points  symétriquement  placés  sur  les  arêtes  de  la  voûte  ; imaginons 
qu’on  ait  conduit  par  ces  points,  pris  deux  à deux,  quatre  plans 
verticaux  et  infiniment  près  de  ceux-ci , quatre  , autres  plans  pa~ 
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rallèles  ; ces  quatre  plans  fourniront  quatre  sections  égales  à celles 
de  la  figure  29. 


Cela  posé,  voici  ce  qui  arrive  au  moment  où  les  pieds-droits  sont 
près  à être  renversés.  Chacun  des  quatre  arcs  dont  MM',  M'N', 
M'N,  NM  sont  les  projections,  et  dont  (fig.  29)  R/v'R'  est  le  profil, 
s’ouvre  dans  son  milieu  Z à l’intrados  ; les  deux  moitiés  se  contre- 
balancent en  se  buttant  à l’extrados  en  Z ; les  extrémités  inférieures 
de  ces  demi-arcs  pèsent  de  tout  leur  poids  en  R (fig.  3o) , sur  l’arête 
elliptique  qu’on  peut  se  représenter  comme  étant  une  courbe  solide  ; 
cette  ellipse  se  trouve  ainsi  chargée  des  poids  variables  des  arcs  ZR, 
qui  croissent  depuis  S jusqu’à  l’extrémité  a du  grand  axe  ; la  résul- 
tante de  tous  ces  poids,  pour  le  quart  de  voûte  aVOV',  sera  égale 
au  poids  de  ce  quart  de  voûte,  et  passera  par  un  point  X'  de  la 
diagonale  AO.  Alors  on  pourra  concevoir  (fig.  3o)  quatre  forces 
AY,  XX',  AX',  XY,  dont  la  première  et  la  troisième  ont  une  résul- 
tante égale  et  directement  opposée  à celle  de  la  seconde  et  de  la 
quatrième  (yoj . le  n°  23)  ; AX'  représentera  la  force  qui  tend  à 
renverser  le  pilier  suivant  sa  diagonale  , si  XX'  représente  le  poids 
du  quart  de  voûte  : il  faut  donc  chercher  l’expression  de  AX'. 

Soit  (fig.  29)  a le  rayon  du  cylindre  de  l’intrados  = HZ  ; soit 
Z z = A l’épaisseur  de  la  voûte,  Mot=x,  cty  = s , ïiy=.a-{-\k=.r. 


On  a R/zZ  = ks  : le  poids  de  l’arc  qui  presse  en  M (fig.  28)  ou 
en  R (fig.  29  et  3o)  , sera  ks . HA.  Mais  on  a HM  = \/r'  — (fig.  29), 
et  (fig.  28)  HO  = HM,  à cause  du  triangle  MOH  isoscèle  : donc 


HA  = d (OH)  = y ; donc  le  poids  des  deux  arcs  élémentaires 
ou  tranches  ayant  pour  projection  MHAw  et  MH'A'm,  qui  agissent 


dans  la  verticale  passant  par  M,  sera 


—7  S^5^L,  Pour  avoir  la  distance 

V/V  — x2 


AX'  du  centre  de  gravité  cherché , il  faut  multiplier  la  somme  de 
tous  les  poids  ci-dessus  par  leur  distance  AM,  et  diviser  le  pro-> 
duil  par  la  somme  des  poids , c’est-à-dire  par  le  quart  de  la  voûte. 
Or  on  a AM  = \/ 2 (a  — \Aa — x*)  ; la  quantité  à intégrer  est  donc 


. — 8 *ciksxdx 


-f-  8 'hsxdx.  Si  l’on  fait  attention  que  ds  ~ — 


rdx 

Ÿ ^ — x' 1 ’ 


et 
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et  qu’on  intègre  par  parties , on  trouvera  pour  l’intégrale , 

2iksx*-^-Siaks  \/r* — x*~f -frakrx — {2 *krx  V/V* — x% — \ 2%kr's~\~c. 

\ , 

On  détei’mine  la  constante  c,  en  observant  qu’à  la  clef  l’intégrale 
doit  être  nulle , et  qu’ alors  on  a s = o , x = r ; on  la  complète 
en  faisant  ensuite  x = o , s = 1,5708 r,  pour  qu’elle  embrasse  toute 
la  ligne  OA.  Par  là , elle  devient 

8*Æ/**  (0,5708 . a — 0,5937 . r). 

Divisant  cette  quantité  par  le  volume  du  quart  de  voûte  (qui 
s’obtient  en  retranchant  le  quart  de  la  voûte  en  arc  de  cloître,  de 
la  portion  correspondante  du  berceau  cylindrique),  lequel  est 
x,i4i6Ær*,  on  a,  pour  la  distance  cherchée, 

x 

AX'  = — (o,57o8a  — 0,5927. r), 


ou  AX'  = i,4i4iæ“— 0,9729^  Quant  à la  force  effective,  qui  pousse 
horizontalement  le  pilier  suivant  X'A  (fig.  3o),  elle  est  égale  au 

AXf 

poids  du  quart  de  voûte  , multiplié  par  ^^7 , c’est-à-dire  , à 


1 , (1 ,4l4l  a — 0,9729 r) 

a -f-  k * 


OU 


h 1 


a -f-  k 


(1,614  3 æ—  i,ii07r). 


Multipliant  cette  force  par  la  hauteur  AD  = H du  pilier,  on  aura 
son  moment  autour  du  point  C.  Multipliant  le  quart  de  la  voûte 
par  \/2Z[en  appelant  Z le  côté  AL  du  pilier  (fig.  28)],  on  aura 
le  moment  de  la  pression  de  la  voûte  sur  le  pilier.  Enfin,  multi- 
pliant le  poids  /HZ1  du  pilier  dont  la  densité  est /,  par  \ s/HTj,  on 
aura  le  moment  de  ce  pilier.  Égalant  le  premier  moment  à la  somme 
des  deux  autres,  on  aura,  réduction  faite,  l’équation  d’équilibre 

— ç (a,2832  a — i,57o8r)  = 2,2832  A/^Z  +/HZ3. 


La  condition  qu’il  n’y  ait  pas  de  glissement  dans  le  pied-droit, 

10 
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sera  exprime'e  par  l’inégalité  suivante  (tT  étant  le  rapport  du  frot- 
tement à la  pression)  : 

~fj  (i, 6i43  — 1,1107. r)  < rf  (1,1416*/-*  4- /HZ4). 

On  trouve  le  volume  de  l’espace  recouvert  par  la  voûte  d’arête  , 
en  retranchant  le  volume  de  la  voûte  en  arc- de  cloître,  de  deux 
fois  le  volume  du  berceau  cylindrique,  et  l’on  a 5,6i65a3,  en  ap- 
pelant a le  rayon  de  l’intrados  ou  du  vide  du  berceau. 

Observation.  Je  place  ici,  pour  la  commodité  de  ceux  à qui  l’ana- 
lyse n’est  pas -familière,  quelques  formules  moins  exactes,  mais 
plus  simples. 

Soit  r = rayon  moyen  du  cylindre  générateur , M = poids  d’une 
nappe  ou  quart  de  voûte , P = poids  du  quart  de  tout  le  massif 
des  pieds-droits  ou  murs  du  pourtour,  a = rayon  de  l’intrados,  H 
leur  hauteur , et  Z leur  épaisseur. 

Il  n’y  aura  pas  de  renversement  dans  la  voûte  en  arc  de  cloître, 
si  l’on  a o,23 MH  < MZ  + \ PZ. 

Il  n’y  aura  pas  glissement  des  pieds-droits , si  l’on  a 

0,223  M < rf  (M  -f-  P). 

On  a aire  de  la  voûte  entière  = 8r°. 

Capacité  qu’elle  recouvre  = § a3. 

Voûte  d’arête.  M = poids  du  quart  de  la  voûte,  P = poids  de 
l’un  des  piliers , H sa  hauteur , Z le  côté  de  sa  base , A le  rayon 
du  cylindre  d’extrados,  a celui  d’intrados. 

Il  n’y  aura  pas  de  renversement , si  l’on  a o,3i  MH  <<  MZ  -J-  j PZ. 

Il  n’y  aura  pas  glissement,  si  l’on  a o,3iM  < tT  (M-j-P). 

Aire  de  la  voûte  entière  = 4,5664  Aa. 

Volume  qu’elle  recouvre  = 3,6i65«3. 

36.  Des  Ponts.  Les  ponts  n’étant  que  des  berceaux , tout  ce  que 
nous  avons  dit  jusqu’à  présent  des  seconds,  s’applique  aux  premiers. 

Cependant  i comme  les  ponts  sont  ordinairement  terminés  par  un 
extrados  ou  pavé  sensiblement  rectiligne  et  horizontal,  nous  exa- 
minerons ce  cas,  en  supposant  l’intrados  circulaire. 

Soit  donc  (fîg.  12)  un  pont  dont  l’intrados  SM*  est  un  arc  de 
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cercle,  et  l’extrados  S'N"’  une  ligne  droite  horizontale.  En  conser- 
vant toujours  la  notation  convenue , on  a ici 

S = \ (b  -f-  ky  tang  a — - \ b2&. 

On  déduit  aisément  de  la  valeur  de  S cota,  que  la  voûte  est  de  la 
seconde  espèce  : on  le  conclurait  encore,  en  observant  que  l’extrados 
embrasse  celui  qui  rendrait  la  voûte  équilibrée. 

La  principale  chose  à faire,  c’est  de  trouver  la  valeur  de  D,  c’est- 
à-dire  la  distance  de  la  montée  au  centre  d’inertie  de  la  demi- voûte. 
Pour  cela , il  faut  prendre  la  différence  entre  le  moment  du  triangle 
„ OS'N*  et  celui  du  secteur  OSM",  puis  diviser  cette  différence  par 
l’aire  S. 

Soit  M'D  = H,  MffH  = aA',  NTI.=  2D' , OS  = b,  SS'  = k, 
DG  = Z , b-\-k  — B,  S'H  = p — b sina  ; on  a aire  du  triangle 
OS'N'  = i Ba  tang  a, , distance  de  la  montée  au  centre  de  gravité 

de  ce  triangle  = jB  tang ot , moment  de  ce  triangle  par  rapport  à 

-2 

la  montée  = |B3  tang  et;  aire  du  secteur  OSM’=~Z>aa,  distance  de  son 
centre  d’inertie  à la  montée  =|^(i  » — cos  a)  , moment  de  ce  sec- 
teur par  rapport  à la  montée  =;  ' è3  ( 1 — cos  et)  ; ce  qui  donne 

— — — -Z 

B3tangat  — 2&3(i  — cos  a) 

U _ gg  . 

Il  y a une  attention  à faire,  à cause  de  la  figure  du  pied-droit  ; 
c’est  qu’il  faut  retrancher  le  moment  du  petit  triangle  M'JN'H,  de 
celui  du  rectangle  GDHB,  pour  avoir  le  moment  du  pied-droit  à 
l’égard  du  point  C.  Cela  posé,  il  ne  reste  plus  qu’à  substituer  les 
valeurs  de  S et  de  D dans  les  formules  suivantes , déduites  des 
équations  (29) , 

S(H+/0^^=S(Z-D')+i/Z-(H+a/.')-=/D'A'(Z.-P'). 

Sp-^ïÿ(H+  A')=S(Z-D')-K/Z*  (H +*K)  - sfD'h'ÇL — f D'), 
Il  faut  observer  qu’on  a p -f-  2D'  = B tang  a,  iK  =B  — b cos  a. 
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De  plus , Tangle  SOM"  = a est  un  arc  pris  sur  le  cercle  dont  le 
rayon  est  un;  ensorte  que  si  01  = 90 *,  on  a 01=1,5708. 

Si  le  pont  était  très-aplati,  la  première  des  équations  ci-dessus 
exigerait  une  modification  : il  faudrait  supposer  que  l’arc  s’appuie 
sur  le  point  M*  et  sur  le  point  S';  alors  cette  équation  deviendrait 

SH  ^=-5  = SZ  H-  f/Za  (H  + 2A')  — 2 /D'A'  (Z  — f D'). 

On  yoit  que  le  premier  membre  de  l'équation  relative  au  glis- 
sement deviendrait  S ^-^7— • 

Si  l’on  voulait  employer  l’hypothèse  du  coin  avec  frottement,  il 
faudrait  faire  usage  des  équations  (25),  (24),  (22),  comme  on  le 
verra  dans  l’article  suivant,  où  les  calculs  sont  plus  simples  : obser- 
vons cependant  qu’on  peut  toujours,  dans  chaque  cas  particulier, 
trouver  le  maximum  de  F et  de  Z,  en  cherchant  par  le  tâtonne- 
ment les  valeurs  de  a,  qui  rendent  des  maximas , les  quantités 
dont  les  équations  (a5  et  24)  indiquent  les  différentielles.  Quand  les 
expressions  analytiques  de  ces  équations  sont  compliquées,  on  peut 
encore,  par  quelques  substitutions  successives,  approcher  assez  près 
du  maximum  cherché. 

57.  Berceau  plat.  On  appelle  berceau  plat  celui  représenté  par 
la  figure  3i , dont  l’extrados  et  l’intrados  sont  deux  lignes  horizon- 
tales, et  dont  les  joints  concourent  en  un  point  commun  O : cette 
voûte  diffère  de  toutes  les  précédentes,  en  ce  que  les  joints  ne  sont 
point  perpendiculaires  à l’intrados. 

Soit  OS— a,  SS'  = A,  SA  = A , Àa = K , CR'  = A',  AR'=D, 
h'—\k,  l’angle  d’un  joint  quelconque  avec  la  verticale  = et  , 
A£R'  = et'. 

On  verra  aisément  qu’on  a S = A(<2-f-|  A)  tang  et'  = A (b  \ k ) , 
M = A (a  -f-f  A)  tang  et.  Donc , sans  le  frottement,  la  poussée  M cot  et 
serait  k (a  -f-  { A) , et  par  conséquent  constante  : la  voûte  est  donc 
équilibrée. 

En  observant  que  dans  l’hypothèse  des  arcs-boutans,  il  faut  prendre 
A et  S'  pour  centres  des  mouvemens  ou  points  d’appui  de  la  demi- 
voûte,  au  moment  de  la  rupture,  on  verra  que  les  équations  (29) 
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deviennent 

k (afl  + A)  (H  H- 1 A)  = k (2b  + *)  (Z  — DO  +/HZ1. 
iZ>(è-J-|),  ou  k(a-\-\k)  < Tf  [Æ(è + | A) -f-/HZ2]. 

Comme  les  calculs  relatifs  k cette  voûte  sont  faciles , je  vais 
chercher  l’équation  d’équilibre  dans  l’hypothèse  du  coin  avec  frot- 
tement. La  première  chose  k faire  est  de  chercher  le  maximum  de  F ; 
on  a F = M cot(0  -f-a)  = k (a  -f-  ± k)  X tang  et . cot  ( 6 — et).  Diffé- 
rentiant  et  faisant  d¥  = o , on  trouve  sin  ( G -f-  et)  cos  (9  -f-  a)  = 
sin  et  cos  et  ; équation  qui , étant  résolue , donne  tang  et  = séc  8 — • 
tang  8 = 0,7208;  d’où  et  = 35*  470  c’est-à-dire  que  et  est  le  com- 
plément de  0-f-a,  ou  la  moitié  du  complément  de  0 (en  se  rap- 
pelant que  0=  180  26').  On  aurait  tiré  cette  même  conséquence  de 
l’équation  ci-dessus,  sans  prendre  la  peine  de  la  résoudre.  Ayant 
trouvé  que  le  coin  de  plus  grande  poussée  est  de  35°  47O  on  en 
tire  F = o,5i95Æ(æ  -f-  \k). 

Ayant  trouvé  F,  il  faudrait  trouver  son  point  d’application  le 
plus  favorable,  par  le  moyen  de  l’équation  (24);  mais  l’équation 
(a)  du  n°  28,  fait  voir  tout  de  suite  que  le  point  cherché  est  aux 
naissances,  puisqu’en  ce  point,  h étant  égal  à zéro,  la  somme  des 
trois  momens  est  zéro,  et  que  partout , ailleurs  elle  est  négative; 
d’où  il  suit  que  c’est  le  joint  des  naissances  qui  procure  le  maximum 
de  Z.  Gela  posé,  on  trouve  aisément  les  équations  suivantes  : 

o,5.gM  («+ï*)(H +•**)=  A (i+i*)(Z-^)  + */HZ'; 

0,5i95  h ( a-\-\k)  < tT  ( kb  -}-  \ k1  -j-  y HZ). 

Si  ^ était  plus  petit  que  0,7208  , la  valeur  de  F changerait  un  peu, 

puisqu’alors  le  coin  de  plus  grande  poussée  ne  saurait  être  plus  grand 
que  celui  formé  par  la  voûte  entière  : il  serait  aisé  de  faire  le  chan- 
gement convenable  k la  formule  ci-dessus. 

On  voit  qu’en  ayant  égard  au  frottement,  la  valeur  de  Z est 
bien  plus  petite  qu’en  le  négligeant.  On  peut  regarder  la  dernière 
formule  comme  approchant  beaucoup  plus  près  de  la  vérité  que 
toutes  les  autres. 


7 8 THÉORIE 

Cette  voûte  est  très -propre  à faire  voir  dans  quel  cas  chacune 
des  deux  hypothèses  est  préférable.  En  effet  si  k est  grand  ainsi  que  a 
par  rapport  à by  il  est  évident  qu’on  ne  peut  employer  que  l’hypo- 
thèse du  coin  ; c’est  l’inverse  dans  le  cas  contraire. 

SECTION  V. 

Du  pied-droit  d’égale  résistance  et  du  minimum  des  matériaux. 

38.  Pied-droit  d'égale  résistance.  Jusqu’ici  j’ai  considéré  les 
pieds-droits  comme  des  massifs  composés  de  molécules  fortement 
adhérentes , et  j’ai  supposé  que  ces  massifs  ne  pouvaient  que  se 
renverser  ou  glisser  sur  leurs  bases  , sans  pouvoir  se  rompre;  mais 
il  peut  arriver  qu’un-pied-droit  tende  à se  briser  suivant  une  section 
horizontale  ou  par  assises  , comme  il  arriverait  à une  pièce  de  bois 
implantée  verticalement , et  qui  serait  tirée  horizontalement  par  une 
puissance , avec  cette  différence  qu’une  colonne  de  pierre  se  rompt 
sans  ployer.  On  peut  se  proposer  de  donner  à la  face  extérieure  du 
pied-droit,  une  figure  telle,  que  la  voûte  et  le  pied-droit  soient  en 
équilibre,  quelle  que  soit  la  hauteur  du  pied-droit,  et  qu’en  même 
temps  il  résiste  à la  rupture  avec  une  force  égale  dans  toutes  les 
sections  horizontales  : on  peut  appeler  ce  problème  du  nom  de 
pied-droit  d’égale  résistance.  M.  Epinus  s’est  occupé  de  cette  question 
dans  les  Mémoires  de  Berlin , année  i855  ; mais  sa  solution  est 
fausse  , parce  qu’il  n’a  pas  eu  égard  à la  pression  verticale  de  la 
voûte  sur  le  pied-droit.  Celle  de  M.  Bossut,  dans  son  ouvrage  cité, 
est  aussi  imparfaite , comme  je  le  ferai  voir  plus  bas. 

Soit  ( fig.  32  ) Aaa'A'  la  section  de  la  voûte  en  berceau  qui  re- 
pose sur  les  plans  inclinés  Aa , A 'a  des  coussinets  Aa\ , A'æT,  et 
qui  fait  effort  pour  les  écarter  : le  poids  de  la  voûte  produit  deux 
forces  en  E , l’une  horizontale  ou  la  poussée  F qui  tend  à renver- 
ser le  pied-droit  en  le  faisant  tourner  autour  du  point  N d’une 
section  quelconque  NQ , l’autre  verticale  S qui  s’ajoute  au  poids  du 
pied-droit.  De  plus  , les  molécules  de  chaque  section  horizontale 
NA  du  pied-droit , tiennent  entre  elles  par  une  force  d’adhérence 
dont  l’expérience  seule  peut  faire  connaître  l’intensité  qui  est  cons- 
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tante,  et  qu’on  peut  se  représenter  comme  de  petits  poids  égaux , 
distribués  uniformément  sur  la  ligne  NQ.  Il  faut  pour  l’équilibre, 
que  le  moment  de  la  poussée  soit  pour  chaque  section , égal  à la 
somme  des  momens  des  trois  dernières  forces  verticales  autour  du 
point  de  rupture  N. 

Soit  le  poids  de  la  demi-voûte  SSTA  = S , AQ  — w,  QN  — z , 
AE  = D'.  (Si  la  densité  de  la  voûte  et  des  pieds-droits  n’est  pas 
la  même , la  lettre  S sera  le  produit  de  l’aire  par  la  densité  relative 
de  la  voûte.  ) 

Soit  g la  force  ou  le  poids  qu’il  faudrait  employer  pour  vaincre 
l’adhérence  des  molécules  du  pied  - droit  , distribuées  sur  une 
ligne  = 1 . 

Le  moment  de  la  poussée  F pour  faire  tourner  l’aire  AENQ  autour 
du  point  N sera  uF. 

Le  moment  du  poids  de  la  voûte  sera  , dans  le  sens  vertical, 
S ( z — D'). 

L’aire  AENQ  = fzdu.  La  somme  des  momens  des  élémens  de  cet 
espace  à l’égard  de  l’axe  AD,  sera  = - fz2du.  La  distance  NG'  du 


centre  G d’inertie  de  cet  espace  sera  z 

cet  espace  à l’égard  du  point  N sera 
zfzdu  — \ fz*du. 


fzzdu 

zfzdu’ 


Le  moment  de 


> 


La  somme  des  forces  d’adhérence  distribuées  sur  QN , sera 
gz.  Le  moment  de  la  résultante  de  ces  forces  d’adhérence  sera 

Egalant  le  moment  de  la  poussée  à la  somme  des  momens  des 
trois  forces  verticales,  on  aura  l’équation  d’équilibre  suivante 


wF  = S ( z — D')  -f-  ~ gz*-\- zfzdu — \fz*du ( a ). 

Dififérentiant  deux  fois  de  suite  cette  équation  , pour  la  débarrasser 
du  signe  /,  en  observant  de  faire  dz  constant,  on  a 

(2F  — z')  d'u — 4 zdzdu  = 2gdz% . 

Faisant  du  = pdz  , on  a 


d%u  = dpdzo 
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Substituant,  on  a la  transformée 


(2F  *—  z1  ) dp  — ly pzdz  — 2gdz, 

qui  étant  multipliée  par  le  facteur  (2F  — z%  ) devient  intégrable 
et  donne 

( 2F  — z*y  P = 4gFz  — • f gz*  + c ; 

du 

d’où  I on  tire  , en  mettant  pour  p , 

du  — — dz  — fb\ 

équation  qui  s’intégre  en  partie  algébriquement , en  partie  par  loga- 
rithmes. 

Pour  déterminer  la  constante  c , il  faut  remonter  à l’équation  (#), 
qui  doit  se  vérifier  pour  le  point  E où  le  poids  du  pied-droit  et 
la  force  d’adhérence  sont  nuis;  ce  qui  réduit  cette  équation  à 

du  S 

«F  = S (3  — D')  , qui  donne  Substituant  cette  valeur  de 

^ , ainsi  que  D',  pour  z dans  l’équation  (b) , on  en  tire  aisément 
la  valeur  de  c. 

Quant  à la  constante  cr  que  la  seconde  intégration  de  Inéquation 
(b)  introduira , on  la  déterminera  par  la  condition  qu’au  point  E on 
doit  avoir  à la  fois  m = o et  z = D'.  On  aura  ainsi  tout  ce  qu’il  faut 
pour  construire  la  courbe  EC.  Enfin,  prenant  AD  de  la  grandeur 
qu’on  veut  donner  h la  hauteur  du  pied-droit , on  aura  DC  = Z. 

Si  on  néglige  le  frottement  dans  l’hypothèse  du  coin,  on  a 

F = S cot  et , et  la  valeur  ci-dessus  de  ^ devient  — = tang  a;  d’où 

Fon  conclut  aisément  que  la  tangente  de  la  courbe  EC  doit , au 
point  E , être  perpendiculaire  sur  le  joint  des  naissances.  Cela  est 
aisé  à comprendre.  En  effet , le  poids  du  massif  est  alors  nul  ; la 
courbe  EC  n’est  plus  qu’un  petit  élément  rectiligne  qui , pour  sou- 
tenir la  voûte  formant  coin , doit  nécessairement  être  perpendicu- 
laire aux  faces  de  ce  coin.  C’est  aussi  ce  que  fait  voir  l’équation 

«F  = S ( 2 — D'  ) , qui  au  point  E devient  ^ ^ = |.- 

M.  Bossut  (n°  21,  pag.  41 3)  s’est  trompé  en  supposant  tacitement 

qu’on 
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qu'on  pouvait  obliger  la  courbe  EC  à faire  un  angle  quelconque 
avec  le  joint  A a : cet  angle  n’est  point  arbitraire  , et  il  ne  peut  être 
que  droit  : ainsi  la  détermination  de  sa  constante  est  entièrement 
fausse.  Observons  de  plus  que  pour  simplifier  la  question  , il  a placé 
l’origine  E de  la  courbe  à l’intrados  A , ce  qui  serait  impraticable 
dans  l’exécution,  attendu  que  la  voûte  ne  saurait  reposer  sur  un  seul 
point. 

Si  le  pied-droit,  au  lieu  d’être  d’une  seule  pièce,  comme  on  l’a 
supposé  dans  l’article  précédent,  est  composé  de  plusieurs  tranches 
ou  assises  horizontales , ce  qui  a lieu  ordinairement , il  est  aisé  de 
sentir  qu’alors  c’est  dans  ces  sections  où  l’adhésion  est  presque 
nulle , que  la  rupture  tendra  à se  faire.  La  quantité  g qui  exprimait 
la  force  d’agrégation  de  deux  molécules  de  pierres , sera  beaucoup 
plus  petite  dans  ce  dernier  cas  où  elle  n’est  plus  que  l’adhérence 
produite  par  le  mortier  : on  pourra  même  la  regarder  comme  nulle  , 
et  en  faisant  g = o dans  les  résultats  de  l’article  précédent,  on  aura 
une  solution  plus*conforme  à ce  qui  a lieu  dans  la  pratique  de  l’Ar- 
chitecture. Pour  avoir  plus  de  stabilité  , il  faudra  augmenter  un  peu 
les  valeurs  de  z données  par  le  calcul. 

On  aura  aussi  un  pied-droit  d’égale  résistance  , c’est-à-dire  qui 
dans  toutes  ses  tranches  horizontales  opposera  la  même  résistance  , 
tant  à la  rupture  qu’au  renversement  : ce  pied-droit  aura  encore 
l’avantage  d’être  le  plus  petit  possible  en  poids  ou  en  volume. 

Il  est  encore  une  dernière  perfection  à ajouter  au  pied-droit  : 
il  faut  s’assurer  qu’il  ne  glissera  pas  , soit  sur  la  plate  - forme  , 
soit  d’une  assise  à l’autre  : cela  se  vérifie  par  l’inégalité  suivante 

F < tt  (S  -}-  fzdu  ) 

Il  pourra  arriver  que  la  condition  précédente  se  vérifie  dans 
toute  la  hauteur  du  pied-droit  , ou  seulement  dans  une  certaine 
étendue  à partir  de  la  base.  Dans  ce  dernier  cas,  il  faudra  que  la 
portion  qui  pourrait  être  désunie  par  le  glissement,  soit  d’une  seule 
pièce , ou  que  les  assises  en  soient  liées  plus  étroitement  par  des 
moyens  quelconques. 

3g.  Minimum  des  matériaux.  Voici  une  question  intéressante  et 
gui  peut  trouver  des  applications  dans  l’ Architecture.  On  veut  faire 
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une  voûte  dont  le  rayon  de  la  base  , l’e'paisseur  de  la  voûte  , la 
hauteur  des  pieds-droits  et  la  nature  tant  de  l’intrados  que  de  l’ex- 
trados sont  données  : on  demande  quelles  doivent  être  la  montée  et 
Fépaisseur  des  pieds-droits , pour  que  le  volume  total  de  la  voûte  et 
des  pieds-droits  soit  un  minimum  } en  conservant  d’ailleurs  l’équilibre 
entre  la  voûte  et  le  pied-droit. 

On  voit  que  la  quantité  qui  doit  être  un  minimum  est  S -j-  HZ. 
Supposons , pour  faire  une  application , que  l’intrados  doive  être  une 

. . bzv 

parabole  ayant  pour  équation  y*  = — , et  l’extrados  une  autre 

r ■ (h  I h 

parabole  ayant  pour  équation  'y 2 = - ^ ■ x' . L’épaisseur  à la  clef 

et  aux  naissances  sera  k.  On  trouvera  aisément 


S — - j ( b -f-  k)  (2  -f-  k ) — — j ab  = j k Ça  -j-^  — {—  k 

\ 

L’équation  du  minimum  sera 

d ( ^ k (a  h k)  -f-HZ)  = o j 
qui  étant  différentiée  par  rapport  à Z et  a , donne 

— dZ  =~da. 

3H 


Pour  simplifier  les  calculs  , je  regarderai  la  voûte  comme  un  coin 
sans  frottement  et  d’une  seule  pièce  , reposant  sur  les  impostes  : 
alors  l’équation  d’équilibre  de  rotation  sera 

HS  cot  a,  = SZ  -f-  | HZ2. 

~ dy  b 

On  a cot  et  = 

ax  2,(1 


Après  y avoir  substitué  les  valeurs  de  cot  a et  S,  je  différentie 
l’équation  d’équilibre  } en  ne  faisant  varier  que  Z et  a,  il  vient 

2MH . da  = 4 a (ak  - j-  bk- f-  k 2 ) dZ  -j-  4^Z  ( 2«  -f-  £ - j-  k)  da 
+ 3HZ2 . da  -f-  6HaZ  dZ. 

Substituant  dans  celle-ci  la  valeur  trouvée  pour  dZ  , on  a l’équation 
finie 

2bm  = ~ {a  -j-  b +k  ) -I-  4£Z  ( 2a  + b 4-  + 3HZ2  — 4«AZ  , 


DE  L’ÉQUrLTBRE  DES  VOUTES.  83 

laquelle  étant  combinée  avec  l’équation  d’équilibre , fera  connaître 
les  inconnues  Z et  a. 

On  sent  que  la  solution  donnera  des  résultats  un  peu  différens  , 
suivant  l’hypo thèse  qu’on  adoptera  pour  l’équation  d’équilibre. 

On  pourrait  soupçonner  que,  tout  restant  d’ailleurs  de  même  , 
il  existe  une  montée  a qui  procure  un  minimum  pour  Z ; mais  cela 
n’est  pas  : plus  a augmente  , plus  Z diminue  : il  suffit , pour  s’en 
convaincre , de  mettre  dans  l’équation  d’équilibre  les  valeurs  de  S 
et  cot  et , et  de  tirer  ensuite  la  valeur  de  Z. 

Si  l’on  veut  connaître  la  marche  de  la  poussée  relativement  à la 
variation  de  a , et  savoir  s’il  existe  un  minimum , il  faut  faire 
d ( S cot  a ) = o.  Dans  le  même  exemple  , la  quantité  à différentier 


, i T.?  . b^k  bk 2 

est  ^ M H-  gj  + --£7  , 


5a 


quantité  qui  diminue  à mesure  que  a aug- 


mente, et  qui  a pour  limite  f bk;  c’est  le  minimum  de  la  poussée  qui 
a lieu  quand  la  montée  est  infinie. 

Si  l’on  veut  savoir  quand  la  poussée  tangentielle  ou  la  pression  sur 

les  impostes  est  un  minimum,  on  aura  d = o,  md(sÈ)=°> 

ou  d (^k  \J  i -f-  = o , on  trouvera 

e=x/ïb‘(b+t). 


/ 
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CHAPITRE  III. 

DE  L’ÉQUILIBRE  ENTRE  LES  VOUSSOIRS  DES  VOUTES 
EN  DOME  A BASE  CIRCULAIRE. 


SECTION  PREMIÈRE. 

Problème  général.  Etant  donnée  la  courbe  génératrice  de  la 
surface  de  l’intrados , trouver  celle  d’extrados , et  réciproquement  : 
ou  bien  , étant  donné  l’intrados  générateur  , trouver  la  loi  des  forces  , 
et  réciproquement. 

4o.  Équations  générales.  On  sait  qu’on  appelle  voûte  en  dôme  a 
base  circulaire  , celle  qui  est  engendrée  par  la  révolution  d’une 
courbe  plane  autour  d’un  axe  vertical  qui  est  la  montée  du  dôme. 
La  surface  de  révolution  qui  en  résulte,  forme  la  surface  d’intrados; 
la  seconde  surface  engendrée  par  une  seconde  courbe  plane  qui  em- 
brasse la  première,  forme  la  surface  d’extrados.  Si  l’on  imagine  que 
le  cercle  de  la  base  de  la  voûte  soit  divisé  en  parties  égales  (fïg.  33) 
et  que  par  les  points  de  division  et  par  l’axe  on  ait  mené  des 
plans  verticaux,  la  voûte  sera  partagée  en  un  certain  nombre  de 
secteurs  égaux  symétriquement  placés  et  se  faisant  équilibre  deux  à 
deux , en  se  buttant  Fun  contre  l’autre  par  leur  tranchant  commun 
avec  l’axe.  Il  faut  de  plus  imaginer  que  les  joints  pei’pendiculaires  à 
la  courbe  génératrice  de  l’intrados  aient  décrit  dans  le  mouvement 
commun , des  surfaces  coniques  : alors  les  surfaces  d’extrados  et 
d’intrados  se  trouveront  partagées  par  des  méridiens  verticaux  et  par 
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des  cercles  parallèles  horizontaux , en  petits  espaces  trapézoïdaux  : 
la  voûte  se  trouvera  formée  de  petits  voussoirs  ayant  la  forme  de 
pyramides  tronquées , et  composés  de  six  faces  , savoir  , deux  tra- 
pèzes faisant  partie  des  surfaces  d’intrados  et  d’extrados , et  quatre 
autres  faces  , deux  planes  et  verticales  et  deux  coniques , toutes 
quatre  perpendiculaires  à l’intrados. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  conditions  d’équilibre  entre  les  vous- 
soirs de  deux  secteurs  ou  onglets  opposés  quelconques,  seront  les 
mêmes , et  que  la  question  se  réduit  à la  recherche  de  cet  équilibre 
pour  avoir  celui  de  toute  la  voûte. 

Afin  de  trouver  les  conditions  d’équilibre  entre  les  deux  sec- 
teurs infiniment  petits  ou  voûtes  élémentaires  ci-dessus  , imagi- 
nons une  section  verticale  qui  les  partage  chacun  en  deux  parties 
égales  : si  P et  Q sont  les  forces  normales  à l’intrados,  et  verticales 
qui  agissent  sur  chaque  point  de  la  petite  surface  intérieure  du  vous- 
soir, la  résultante  de  ces  deux  espèces  de  forces  sera  nécessairement 
dans  le  plan  de  la  section  verticale  ci-dessus  : on  sentira  qu’on  peut 
raisonner  ici,  comme  nous  l’avons  fait  pour  les  berceaux,  le  coindu 
milieu  était  une  tranche  verticale  et  d’une  épaisseur  constante,  au 
lieu  qu’ici  ce  coin  est  formé  de  deux  onglets  égaux  dont  l’épaisseur 
augmente  depuis  la  clef  : du  reste , les  conclusions  sont  absolument 
les  mêmes. 

Que  la  figure  4 soit  donc  la  section  verticale  qui  partage  en  deux 
parties  égales  les  deux  secteurs  infiniment  petits  et  opposés  : P étant 
la  force  qui  presse  perpendiculairement  chaque  point  de  la  surface 
de  l’intrados,  Vds  sera  celle  qui  presse  chaque  point  de  l’élément  ds 

de  l’intrados  générateur,  et  celle  qui  presse  le  petit  trapèse 

de  la  surface  d’intrados  qui  sert  de  base  à un  petit  voussoir  (en  appe- 
lant m le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  n le  nombre 
infiniment  grand  des  secteurs). 

On  trouvera  de  même  que  Q étant  la  force  verticale  qui  sollicite 
chaque  point  de  la  surface  d’intrados , —riy~~  est  celle  qui  sollicite 
la  base  d’un  voussoir  élémentaire. 

Comme  il  s’agit  de  comparer  les  efforts  que  les  voussoirs  d’un 
même  onglet  exercent  les  uns  sur  les  autres,  on  peut  concevoir  par 
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la  pensée , que  l’onglet  est  réduit  à la  section  moyenne  qui  passe 
par  son  milieu , ou , ce  qui  revient  au  même , que  les  forces  qui 
agissent  sur  la  base  d’un  voussoir  , sont  concentrées  sur  le  petit 
arc  ds , générateur  de  cette  base.  Alors  le  problème  est  de  même 
espèce  que  celui  que  nous  avons  résolu  pour  les  berceaux  dans  les 
nos  4 ? 5 et  6 ; et  sans  prendre  la  peine  de  refaire  les  calculs  , il 

suffit , dans  les  équations  (9)  et  (i  i)  , de  substituer  pour  P , 

et  pour  Q , ou  simplement  jrP  pour  P et  jQ  pour  Q , parce 
que  le  coefficient  constant  ~ disparaît  de  lui-même.  On  aura  ainsi 

les  équations  suivantes  qui  seront  pour  les  voûtes  de  révolution , 
ce  que  les  équations  (9)  et  (11)  sont  pour  les  berceaux, 

+ » (*»■ 

d ( PRy  ) — Qydxz=zo (3i). 

On  choisit  dans  les  applications  celle  des  deux  équations  qui  se 
prête  le  mieux  à l’intégration.  Par  leur  moyen  on  peut  , comme 
nous  l’avons  fait  pour  les  berceaux , résoudre  ce  double  problème  : 
étant  donnée  la  loi  des  forces  ou  la  courbe  génératrice  de  l’extrados, 
trouver  celle  de  l’intrados  : étant  donnée  la  courbe  génératrice 
d’intrados  , trouver  la  loi  des  forces  ou  construire  la  courbe  d'ex- 
trados. Ce  second  problème  est  toujours  possible , mais  le  premier 
exige  trois  intégrations. 


4i.  Équation  de  la  loi  des  forces  ou  des  poids  des  voussoirs.  Je 
me  bornerai  au  cas  où  les  voussoirs  ont  une  densité  constante  et  ne 
sont  soumis  qu'à  l’action  de  la  pesanteur. 

On  a ici  P = o,  et  l’équation  (5o)  que  je  choisis  parce  qu’elle  ne 
renferme  Q que  dans  un  seul  terme  , donne  , étant  intégrée  , 


^en  mettant  pour  R sa  valeur 


C'est  par  cette  équation 
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qu'on  connaîtra  He  poids  relatif  Q qui  sollicite  chaque  point  de  la 

à (p) 

surface  courbe  d’intrados , en  y mettant  pour  sa  valeur  donnée 

par  la  courbe  de  l’intrados  : ainsi , par  exemple  , si  l'intrados  est  une 
demi-ellipse  dont  a soit  la  monte'e  et  b la  demi-base , on  trouvera 

Cafo2. 

O = ca- ) équation  qui  fera  connaître  la  force  Q 

x y ( è2— y2)  1/ W—by*-\-a'y* 

qui  sollicite  chaque  point  du  cercle  ou  parallèle  horizontal  dont  le 
rayon  est  y lorsqu'on  aura  déterminé  c,  ce  qui  mérite  quelques 
observations. 

M.  Bossut  (n°  34)  pag.  42^)  dit  que  c doit  être  déterminé,  par 
la  condition  qu'à  la  clef,  la  valeur  de  Q soit  donnée  : on  ne  saurait 

ca\f 

procéder  ainsi  ; car  à la  clef  onay  = o,  d'où  Q = =00 , et  par 


conséquent  c = o. 

Il  suit  de  là  que  le  pôle  ou  sommet  de  la  voûte  ne  peut  servir  à 
déterminer  c.  On  trouverait  de  même  que  le  point  des  naissances 
ne  peut  pas  servir  non  plus  , du  moins  quand  la  tangente  à la  courbe 
dans  ce  point  est  verticale  : mais  si  l’on  veut  que  la  force  Q soit  q , 
quand  j = C,  on  voit  que  c aura  une  valeur  finie  , et  qu’on  pourra 
trouver  les  valeurs  relatives  de  Q pour  tous  les  autres  points  de  l’in- 
trados générateur. 

Il  est  cependant  des  cas  où  le  pôle  peut  servir  à déterminer  c , 
c’est  lorsque  le  rayon  de  courbure  est  infini  dans  ce  point.  Ainsi  , 
lorsque  la  courbe  d’intrados  donne  R = | à la  clef,  l’équation  (5a) 
donne  c = § Q , expression  indéterminée  qui  pourra  donner  pour  c 
une  valeur  finie , et  par  conséquent  faire  connaître  les  valeurs  de 
Q pour  chaque  point. 


42.  Poids  du  dôme  qui  est  cubable.  Rapport  des  poids  des  assises. 

d (||)  est  le 

poids  qui  sollicite  le  cercle  parallèle  horizontal  dont  j est  le  rayon  : 
cette  quantité  est  donc  toujours  donnée  par  l’équation  de  l’intrados 

générateur  : elle  est  pour  l’intrados  elliptique ^=====- , 

’ . r 4 {b*-y'Wv-by+ay 

quantité  qui  demeure  finie  à la  clef  où/=  o. 


Il  résulte  du  numéro  précédent , que  2/fcQjK  ou 


2 me 
ds 
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L’expression  de  tout  le  poids  du  dôme  est  2 mfQyds  ou 
2tncfd  ; c’est-à-dire  , intégrale  qui  n’exige  pas  de  nouvelle 
constante,  puisqu’elle  s’évanouit  d’elle-même  à la  clef  où  ^ = o. 


Ainsi  le  poids  du  dôme  est  toujours  assignable  : son  volume  est  donc 
aussi  cubable,  propriété  analogue  à celle  des  berceaux  équilibrés 
que  nous  avons  vu  être  quarrables.  En  appelant  STe  volume  renfermé 
entre  les  surfaces  d’intrados  et  d’extrados , on  aura 


S' 


QTTlcdx 

~w~ 


(33). 


Quant  à la  capacité  renfermée  sous  la  surface  d’intrados , son 
expression  est  comme  pour  tous  les  solides  de  révolution  mfy'dx. 

On  sait  de  même  que  l’expression  de  l’aire  de  la  surface  d’intrados 
est  2mfyds. 


43.  Grandeur  des  joints , leur  rapport  aux  forces.  Dômes  terminés 
en  flèche  infinie.  Soit  ( 6g.  34)  SP  = x , PM==j  , SM  = s , MN =K, 
MI  = R ; G le  centre  de  gravité  du  voussoir  infiniment  petit  MNwn 
GG'  sa  distance  à l’axe  , on  aura 


aire  MN«».  = ■££■(  sR  + K),  Gÿ  = f K.  , 

et  l’on  trouvera 


GG'==r+!K 


3R  -f-  2K  dx 
aït+lC  ' ds' 


Si  d’après  le  principe  de  la  méthode  centrobarique , on  multiplie 
Faire  MNnw  par  la  distance  GG'  de  son  centre  de  gravité  à l’axe  de 
rotation , et  le  produit  par  2 m , on  aura  le  volume  ou  poids  d’une 
assise  entière  de  voussoir.  Mais,  d’après  l’équation  (3a)  et  suivantes. 


amcds 3 


te  poids  est  aussi  exprimé  par  2mQyds  ou  par  Egalant 


suc- 


cessivement chacune  des  deux  dernières  expressions  de  ce  poids 
avec  la  première,  on  aura,  après  avoir  supprimé  les  facteurs  com- 
muns , les  deux  équations  suivantes  : 


^ = |Kr(2R+K)H-iK*(3R  + 2K)^....(34), 
RQ/==  iKj  (2R+K)+  i K>  ( 5R  + Æ)  . . .(35). 


La 
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La  première  de  ces  deux  équations  sert  à trouver  la  grandeur  K 
du  joint  de  lit  quelconque  correspondant  ay,  en  résolvant  une  équa- 
tion du  troisième  degré,  après  y avoir  mis  pour  ds  jdx , dj  ei  R , 
leurs  valeurs  données  par  l’équation  d’intrados  : elle  fournit  donc  le 
moyen  de  construire  par  points  l’extrados  générateur. 

La  seconde  donne  la  relation  entre  K et  Q;  mais  auparavant  il  faut 
déterminer  la  constante  c. 

En  raisonnant  ici  comme  nous  avons  fait  plus  haut,  on  verra  qu’on 
peut  toujours  déterminer  c par  la  condition  que  K.  devienne  R'  quand 
y devient  C.  Mais  si  on  veut  déterminer  c par  la  connaissance  de  K 
à la  clef,  il  faut  distinguer  deux  cas.  1®.  Si  le  rayon  de  courbure  a 
une  grandeur  finie  à la  clef,  l’équation  (34)  donne  c = 0 , ce  qui  ne 
fait  rien  connaître.  20.  Si  R est  infini  au  pôle,  on  a c = quantité 
qui  peut  être  finie. 

Supposons  qu’on  ait  déterminé  c pour  le  point  où^-  = £,  ce  qui 
est  toujours  possible , l’équation  (34)  donnera  pour  R une  gran- 
deur infinie  à la  clef  dans  le  premier  cas  , et  dans  le  second , une 
grandeur  qui  pourra  être  finie  ; c’est-à-dire  que  si  le  rayon  de  cour- 
bure de  l’intrados  a une  grandeur  finie  à la  clef,  l'extrados  s’éten- 
dra à l’infini  au-dessus  du  pôle , en  se  rapprochant  de  l’axe  comme 
d’une  asymptote  : alors  le  dôme  sera  surmonté  et  terminé  par  une 
espèce  de  flèche  ou  de  pyramide  s’étendant  à l’infini  , comme 
on  le  voit  (fig.  35  ) , dans  laquelle  l’intrados  est  une  parabole. 

Au  reste  , quoique  la  flèche  s’étende  à l’infini , son  poids  est 
néanmoins  d’une  grandeur  finie  : c’est  ce  que  fait  voir  l’équation  (33). 
Il  arrive  ici , comme  pour  certaines  suites , que  la  somme  d’un 
nombre  infini  de  termes  décroissans  , a néanmoins  une  grandeur 
finie  : cette  remarque  permet  de  remplacer  une  portion  de  la  flèche 
infinie  par  une  sphère  d’un  poids  équivalent  : ce  moyen  est  à la  fois 
simple  et  conforme  au  goût  de  l’Architecture. 

Cette  particularité  des  flèches  qui  aura  lieu  le  plus  souvent,  puis- 
qu’il est  rare  que  l’intrados  ait  le  rayon  de  courbure  infini  à la  clef, 
est  une  singularité  très-remarquable.  J’ignore  si  elle  a été  connue  de 
Mascheroni  dont  je  n’ai  pu  encore  me  procurer  l’ouvrage  devenu 
très -l’are.  M.  Bossut  qui  a écrit  le  dernier  sur  cette  matière, 
n’en  a point  parlé  , et  cependant  la  chose  méritait  assez  d’être  re- 
marquée. 
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J’ajouterai  encore  que  l’extrados  générateur  peut  aussi , comme 
dans  les  berceaux  , avoir  pour  asymptote  la  ligne  des  naissances 
{ voyez  fig.,36). 

L’intrados  est  un  demi-cercle  , et  par  conséquent  la  surface  d’in- 
trados une  demi-sphère  : on  voit  que  l’extrados  a deux  asymptotes  , 
la  montée  et  la  ligne  des  naissances  : il  a deux  points  d’inflexion  de 
chaque  côté  de  la  montée.  On  sent  que  les  voussoirs  des  naissances 
ne  pouvant  avoir  une  grandeur  infinie  comme  l’exigerait  la  théorie, 
doivent  être  retenus  sur  les  impostes , soit  par  le  frottement , soit  par 
tout  autre  moyen  ( voyez  pour  l’équation  de  l’extrados  , le  n°  58). 


44-  Du  joint  qui  est  un  minimum.  La  figure  36  fait  voir  qu’il  existe 
un  joint  plus  court  que  tous  les  autres  ; c'est  le  point  où  l’épaisseur 
de  la  voûte  est  un  minimum.  Il  peut  être  utile  de  connaître  sa  posi- 
tion : pour  cela  il  suffit  de  différentiel'  l’équation  (34)  en  faisant  va- 


rier y et  K,  et  d’égaler  à zéro  la  valeur  de  Les  facteurs  feront 
connaître  les  tnaxima  et  minima  de  K. 


Si,  par  exemple  (fig.  56),  l’intrados  est  un  demi-cercle  dont 
le  rayon  est  a,  et  l’équation  y*  = 2ax  — xa,  l’équation  (34)  devient 


^?=iR(21I+K)+|(5a  + Æ). 


a 

î/1 

pour  la  valeur  dey  , correspondante  au  minimum  de  K.  Substituant 
cette  valeur  de  y dans  l'équation  ci-dessus , et  pour  K l’épaisseur 
qu’on  se  propose  de  donner  à la  voûte  dans  le  point  M de  la  plus 
petite  épaisseur , l’équation  fera  connaître  c : enfin  la  même  équation 
donnera  toutes  les  valeurs  de  R correspondantes  à celles  de  y , 
et  l’on  construira  la  courbe  d’extrados  telle  qu'on  la  voit  dans  la 
figure. 


dK 


Différentiant  et  égalant  à zéro  la  valeur  de  , on  trouve  y 
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SECTION  II. 


Applications. 

45.  Trouver  la  courbe  de  V intrados  dans  le  cas  où  la  voûte  doit 
être  irifiniment  peu  épaisse , et  soumise  a la  seule  action  de  la  pesan- 
teur. Je  vais  chercher  la  courbe  génératrice  de  l'intrados,  quand  la 
voûte  ne  doit  être  qu’une  surface  courbe  très-mince,  et  que  les 
voussoirs  ne  doivent  être  sollicités  que  par  l'action  de  la  pesanteur  : 
on  a alors  P = o et  Q = 1 , parce  que  la  pesanteur  étant  une  force 
constante  qui  agit  uniformément  sur  tous  les  points  de  la  voûte  , 
peut  être  représentée  par  1 : faisant  ces  substitutions  dans  l’équa- 
tion (3o)  du  n°  40,  que  je  préfère  parce  que  Q n’entre  que  dans  un 

de  ses  termes,  elle  devient,  en  intégrant,  ^ c . Substi tuant 

ds3 

pour  R sa  valeur  -j  ^ , dans  laquelle  dy  est  constant,  on  a 

cdxx  cdxx 


ydy  = 


ds 


\é  dxx  -j-  dy x 

je  fais  dx=pdy}  d’où  déx  = dpdy , et  il  vient 


cdp 


dont  l’intégrale  est 


V 1 


irc=i  °g0>+  Vi  +/»*). 


à laquelle  il  n’y  a pas  de  constante  à ajouter,  parce  qu'elle  donne 

dv 

0 = 0 quand  on  y faiti/  = o et/?  = ^ = o,  comme  cela  doit  être 


dy' 

4>Z 

à la  clef.  Si  on  multiplie  le  premier  membre  de  l’équation  3—  , 

2C 

par  log  e ( e étant  le  nombre  dont  le  logarithme  est  1 ) , on  aura 


é10  = /?-{-  \/ 1 — f -/?* 
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Résolvant  cette  équation , et  faisant  pour  simplifier  ~ — c'}  ce  qui 
est  permis,  puisque  c est  une  constante  indéterminée,  on  aura 


pz=—\  1 e<T, 

et  remettant  pour  p sa  valeur , 

2.dx  ==  clj . ec'y* — dj.e~c'y\ 

Telle  est  l’équation  différentielle  delà  courbe  cherchée;  on  ne  peut 
l’intégrer  que  par  série.  On  a d'abord 


ec'r  = i -f-  c'y  -f-  L2_  -I — etc. 

1.2  ‘ 1.2.3' 

pour  avoir  e~~cy*  ou  —~r—2 , je  divise  l’unité  par  la  série  trouvée,  et  j’ai 

c y 

e—cr  — i + — — — - — -f-  etc. 

1 1.2  1.2.0 


Faisant  les  substitutions  et  intégrant,  on  a 

+ 


x==c'y -i- .'cy  ...  /c5yM 

3.  i ' 7.  i .2.3  ‘ ii. 1.2. 3. 4-5 


Vy>5 


15.1.2.3.4.5.6.7 


■etc. 


■W; 


équation  qui  n’exige  pas  de  nouvelle  constante  , parce  qu’elle  donne 
d’elle- même  x = o quand  y = o,  comme  cela  doit  être  à la  clef. 
Il  ne  reste  qu’à  déterminer  c'par  la  condition  qu’on  ait  r=«=mon- 
tée  quand  y = b = rayon  de  la  base , ce  qui  ne  peut  se  faire  que  par 
le  tâtonnement  ou  par  la  méthode  du  retour  des  suites.  L’application 
de  cette  méthode  m’a  donné  la  valeur  suivante 


3 a 


27  . (2° 


, 27® . cr 

1 /2A7”  ‘ 


1465  1 42b7 


ay*  .a7 

"i43â> 


— {—  etc . 


■(*)• 


Cette  série  n’est  convergente  qu’autant  que  a est  plus  petit  que  b .* 
néanmoins  nous  verrons  comment  elle  sert  à ü’ouver  c dans  tous 
les  cas. 


46.  Discussion  de  la  courbe.  Rectification.  On  trouve  aisément 
= i dj  ( ec’y 2 -J-  ) , quantité  qui  étant  intégrée  d’une  manière 
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analogue  à celle  qui  a servi  à trouver  x , donne 


9* 


s—r+  IÛi  + _£Ïl-7  4--5 — 4- etc: 
à J « 5.1.2^^  g . i .2 .3*4  ' i3.  î .2. 0.4. 5. G * 

Aire  de  la  voûte.  En  faisant  m — 5,i/±i6  , l’expression  d’une  zone 
horizontale  élémentaire  de  la  voûte  que  je  fais  — ds'3  est 

ds'  = zmyds  = niydy  ( e'O'"2  -f-  e~c'y2  ) : 

intégrant  on  a 

/ — ÜL  (e<r—e-*r). 

zc  v 

En  appelant  z , la  sounormale  , on  a aussi 

an. 

c'z  * 

Ainsi  l’aire  de  la  voûte  est  quarrable , quoique  la  courbe  généra-* 
trice  ne  soit  pas  rectifiable. 

On  trouve  aussi  que  l’aire  plane  renfermée  par  cette  même  courbe 
est  quarrable , et  quJelle  est 


'c6y3 


fjdx  = — iq-— 1^4 


4ce 


c Y 2 
e J 


Capacité  sous  le  dôme.  L’expression  du  solide  de  révolution  en- 
gendré par  la  combe  est 

mfy'dx  = i mfy*dy  ( ec'j2  — e~c'i’2  ) , 

dont  on  trouve  , en  procédant  comme  ci-dessus,  que  l’intégrale  est 

m (ùl  _i_  ,civ9  YV1 l.  etc.Y 

\5.i  ' q.i.2.3  i3. 1 .2.3.4 -5  ' J 


Rayon  de  courbure  et  développée.  On  trouve  que  l’expression  du 
rayon  de  courbure  est 


R = 


(e<r2  +e  -c'r’y 

8c'v 


d’où  l’on  voit  qu’il  est  infini  à la  clef  oùy  = 0.  Depuis  la  clef,  il  va 
en  diminuant  de  part  et  d’autre  jusqu’aux  points  M et  M'  (fig.  5y)  où 
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il  est  le  plus  petit  possible  : depuis  ces  points  il  recommence  a 
croître  et  continue  jusqu’à  l’infini.  La  developpe'e  de  la  courbe  est 
composée  de  deux  paires  de  branches  et  a deux  points  de  rebrous- 
sement correspondans  aux  points  M et  M'.  Pour  avoir  la  valeur  de 
y correspondante  au  point  M où  R est  un  minimum , il  faut  faire 


c?R  = o , et  l’on  trouve  ëlc'y"1 
on  a 56, 126  —J. 


4<y2-H 

4<y2— ù 


Pour  le  eas  de  c'= 0,0004, 


Epaisseur  du  dôme.  En  raisonnant  ici  comme  nous  avons  fait  à 
l’occasion  de  la  chaînette , on  se  convaincra  que  l’épaisseur  k du 
dôme  doit  être  partout  la  même.  Si  on  voulait  une  autre  démons- 
tration , on  n’aurait  qu’à  se  proposer  de  trouver  quel  est  l’intrados 
générateur  pour  lequel  l’extrados  exigé  par  l'équilibre , est  partout 
parallèle.  Il  faudrait  pour  cela  intégrer  l’équation  (54)  en  supposant 
R constant.  La  courbe  que  l’on  trouverait  serait  la  courbe  inté- 
rieure de  la  fi  g.  57  menée  à la  distance  | R , parallèlement  à 
celle  que  nous  avons  trouvée  et  discutée  dans  cet  article. 


Je  suis  entré  dans  quelques  détails  sur  la  courbe  dont  il  s’agit, 
parce  qu’elle  est  la  plus  propre  à faire  un  dôme  solide  et  peu  pesant: 
l’épaisseur  de  la  voûte , quoique  considérable  , doit  toujours  être 
uniforme,  tandis  que  si  l’on  adopte  une  autre  courbe  pour  l’intrados, 
l’équilibre  exige  que  l’épaisseur  soit  variable.  La  courbe  dont  il  s’agit 
est  pour  les  dômes,  ce  que  la  chaînette  est  pourles  berceaux;  toutes 
deux  servent  à construire  l’épure  de  la  voûte,  en  leur  menant  en 
dedans  et  en  dehors  deux  courbes  parallèles  qui  forment  l’intrados 
et  l’extrados.  On  pourrait  par  analogie  appeler  chaînette  croissante, 
la  courbe  relative  au  dôme  ; car  on  pourrait  faire  une  chaîne  dont 
les  anneaux  allassent  en  croissant  de  part  et  d’autre  du  point  le  plus 
bas,  et  qui  étant  suspendue  , prendrait  la  courbure  du  dôme  ren- 
versé. Je  donnerai  dans  le  chapitre  suivant,  la  poussée  de  ce  dôme. 
Remarquons  que  c’est  une  erreur  dangereuse  des  praticiens  peu 
instruits , d’employer  pour  les  dômes  la  chaînette  ordinaire  qui  est  si 
différente  de  la  chaînette  croissante. 


J’ai  calculé  une  Table  qu’on  voit  ci-après,  au  moyen  de  laquelle 
on  peut  déterminer  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  l’épure  du  dôme  : 
elle  fait  connaître  SP  = x,  PM==/,  SM  — s,  la  surface  courbe 
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du  dôme  = s\  la  sounormale  PR  = z = — r-.  La 

9 dx  y r* e— <r 

Table  est  calculée  poux'  le  cas  de  c'  = 0,0004  : on  cherchera  dans 
la  Table  les  valeurs  de  x et  y qui  ont  le  même  rapport  que  a et  b 
( voyez  nos  1 3 , 14,  ^2)  : on  multipliei’a  tous  les  nombres  de  la  Table 

par  - ou  - , et  Bon  aura  le  c ' qui  convient  au  dôme  pi’oposé , en 

y x 

va  oc2 

multipliant  le  c ' de  la  Table  0,0004  par  -L  ou  — . 

Quand  on  aura  construit  la  coui'be , on  lui  mènera  en  dedans  et 
en  dehors  deux  courbes  parallèles  chacune  à la  distance  ~ k : ces 
deux  courbes  formeront  l’intrados  et  l’extrados  ge'neTateurs  du  dôme 
dont  l’épaisseur  uniforme  sei'a  k : il  est  aisé  de  se  convaincre  que 
les  voussoirs  seront  mutuellement  en  équilibre.  En  effet,  si  l’on 
imagine  la  coui'be  intermédiaire  divisée  en  petits  arcs  égaux  à ds , 
les  voussoirs  ou  plutôt  leur  section  dans  le  plan  vertical  de  la  courbe, 
seront  aussi  égaux  : la  force  qui  agit  sur  chaque  point  de  la  courbe 
d’intrados  sei’a  donc  aussi  constante  , et  l'on  aura  toujours  Q 
constant  , comme  nous  l’avons  supposé  dans  la  recherche  de  la 
courbe. 
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Table  des  rapports  entre  l’arc  SMx^Sj  l’abscisse  SP =xzx,  l'ordonnée 
PM = y j la  sous-normale  PR  = z et  la  surface  engendrée  ;=  s' 
dans  la  chaînette  croissante  , laquelle  c'  = 0,0004. 
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Suite  de  la  Table. 
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21,73 

24661 

141 

78,39 

97,86 

i3,52 

45538  j 

97 

68,53 

55  01 

21,45 

25092 

i4a 

78,56 

98,84 

i3,4i 

46011  j 

98 

68,83 

55,96 

21,17 

25536 

i43 

78,73 

99,83 

13,29 

46528 

99 

69,12 

59,92 

20,91 

26962 

i44 

78,89 

100,82 

i3, 18 

47010 

xoo 

69,41 

57,88 

20,65 

26400 

i45 

79,  °5 

loi ,81 

i3,o7 

47502 

101 

69 ,69 

58,84 

20,40 

2683 1 

146 

79,21 

i°2,79 

12,96 

48002 

102 

69 , 97 

5g,  80 

20,  i5 

27872 

i47 

79,37 

103,78 

12,85 

485i2 

io3 

70,24 

60,76 

19,91 

27708 

148 

79,33 

i°4>77 

12,75 

48990 

104 

7o,5i 

61,72 

19,67 

28154 

i49 

79 , 69 

106,76 

12,64 

49316 

io5 

70,78 

62,69 

19,44 

285g5 

i5o 

79,85 

106,75 

12,54 

Sooio 

106 

71,04 

63,66 

19,21 

29044 

i5i 

80,01 

i°7,73 

12,44 

5o5i4 

107 

71,30 

64,62 

i8,99 

29489 

1Ô2 

80,16 

108,72 

12,35 

60978 

108 

7 1 , 56 

65,5g 

18,77 

29943 

i53 

80, 3i 

1 °9 , 7 1 

12,25 

5 1490 

109 

71,81 

66,56 

18, 56 

3o387 

154 

80,46 

110,70 

12,  l5 

52010 

1 10 

72,06 

67,53 

i8,35 

30842 

1 55 

80,61 

111,69 

12,06 

62496 

1 1 1 

72,31 

68, 5o 

18,  i5 

31290 

i56 

80,76 

112,68 

n,97 

52991 

1 1 2 

72,5b 

69,47 

!7,95 

3i745 

157 

80,91 

1 13,67 

11,88 

53490 

1 13 

72.79 

7°, 44 

17,75 

32208 

i58 

8i  ,o5 

114,66 

ii,79 

53993 

114 

73,02 

7!,4i 

i7,56 

32659 

1 5g 

81,19 

1 i5,65 

11,70 

54500 

1 15 

73,25 

72,39 

17,37 

33i2i 

160 

8i,33 

116,64 

1 1 ,6i 

55oig 

1 16 

73,48 

73,36 

l7>  19 

33572 

161 

81,47 

117,63 

11,52 

55544 

1 l7 

73, 70 

74,33 

17,01 

34050 

1 62 

81,61 

118,62 

n,44 

56027 

118 

73,92 

75, 3o 

16, 83 

34496 

1 63 

81,75 

119,61 

n,35 

5656g 

n9 

74,1 4 

76,28 

16, 65 

34972 

164 

81,89 

120,60 

11,26 

57119 

120 

74,36 

77,26 

16, 48 

35438 

i65 

82,02 

121,5g 

11,18 

57620 

121 

74,57 

78,23 

16, 32 

35887 

166 

82, 16 

1 22 , 58 

11,10 

58 1 3 4 

122 

74,78 

79,20 

i6,i5 

36368 

167 

82,29 

123,57 

11,02 

5864g 

123 

74,99 

80,18 

i5,99 

36833 

168 

82,42 

124,56 

io,g4 

59170 

124 

75,20 

81,16 

i5,83 

57310 

169 

82  55 

1 25,55 

10,86 

59701 

1 25 

75,41 

82,14 

i5,68 

37772 

1701  82,68 

126,54 

10,78 

6o23g 

126 

75,61 

83, 12 

i5,53 

38238 

171 

82,81 

127,53 

10,71 

60727 

127 

75,81 

84,  io 

1 5 , 38 

58713 

1 72 

82,94 

128,52 

1 0 , 63 

61280 

12e 

76,01 

85,08 

1 5 , 2.3 

39 1 97 

173 

83,o7 

129 , 5i 

io,56 

61783 

12c 

76,21 

86,06 

i5,o8 

59692 

174 

83,ig 

i5o, 5o 

10,48 

62344 

i3c 

76,4c 

87,04 

1 4 » 94 

40164 

i75 

83, 3i 

i3i ,5c 

10,41 

6 2855 

1 3 1 

76 , 5 c 

88,02 

14,80 

4o645 

176 

83,44 

i3a,4q 

10,34 

63379 

1 3c 

76, 7^ 

89,00 

14,66 

4i  i35 

177 

83,56 

i33,48 

10,27 

63go3 

i3c 

76,9, 

89,98 

14,53 

4i6o5 

178 

83,68 

i34,47 

1.0,20 

64433 

i3/ 

t 77,  i* 

9°, 97 

4, 3g 

421 13 

17S 

83,8c 

i35,47 

10,  i3 

6497 1 

i35|  77,3 i 

i 91,96 

14,  a6 

4a5g6 

18c 

83,  g3 

136,4? 

10,06 

6552 6 

i3 
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Suite  de  la  Table. 


s 

y 

X 

z 

/ 

s 

.y 

X 

z 

1 8 1 

84,  o5 

ï37, 46 

10,00 

66oi3 

206 

86,73 

162,3a 

8,58 

79390 

182 

84, 17 

i38,45 

9,93 

66573 

207 

86,83 

i6'3,3i 

8,53 

79949 

i83 

84,  29 

1 39, 44 

9,87 

67°73 

208 

86, 93 

164,51 

8,49 

80418 

184 

84;  4° 

140,43 

9,8o 

67640 

209 

87 , o5 

165, 3i 

8,44 

8oq8q 

i85 

84, 5i 

i4i,43 

9,74 

68146 

210 

87, 12 

166, 3o 

8,39 

81 555 

j 86 

84,63 

142, 42 

9,68 

68664 

211 

87, 22 

1 67,29 

8,34 

8ai38 

187 

84,74 

143,41 

9,62 

6g  1 82 

212 

87,32 

1 68,28 

8,3o 

82626 

188 

84,85 

3 44,4° 

9,56 

69707 

213 

87,41 

169,27 

8,a5 

83ai4 

189 

84,96 

145,40 

g,5o 

70240 

2l4 

87,5o 

170,27 

8,21 

837o5 

i9o 

85,07 

146,4° 

9,44 

70778 

2l5 

87,59 

171,27 

8,16 

843o4 

J9! 

85, 18 

147,39 

9,38 

71 323 

216 

87,69 

172,26^ 

8, 12 

84816 

192 

85, 29 

148,38 

9,32 

71873 

217 

87,78 

173,25 

8, 08 

853a6 

i93 

85, 40 

149,37 

9,27 

72355 

218 

87,87 

174,24 

8,  o3 

85942 

ig4 

85, 5i 

i5o,37 

9, 21 

72920 

219 

87,96 

175,24 

7,99 

86462 

i95 

85, 61 

1 5 1 , 37 

9,  J5 

73483 

220 

88,  o5 

176,2 4 

7,95 

86986 

i96 

85,72 

1 52,36 

9, 10 

73983 

221 

88,14 

177,23 

7,9i 

87514 

l97 

85,83 

i53,35 

9,°4 

74'57o 

222 

88,23 

178,22 

7,87 

88062 

t98 

85, 93 

1 54,35 

8,99 

75070 

223 

88,32 

179,22 

7,82 

88704 

*9.9 

86,  o3 

i55,35 

8,93 

75664 

224 

88,41 

180, 22 

7,78 

89260 

200 

86,  i3 

i56,35 

8,88 

76178 

225 

88,49 

181,22 

7,74 

89792 

201 

86,23 

157,34 

8,83 

76699 

» 226 

88,58 

182,21 

7,7° 

9o35a 

202 

86,33 

i58,33 

8,78 

77225 

227 

88,67 

183,20 

7,66 

90916 

2o3 

86,43 

i59,33 

8,73 

77757 

228 

88,76 

184, 20 

7,62 

91487 

204 

86,53 

i6o,33 

8,68 

78296 

£29 

88,84 

1 85 , 20 

7,58 

92062 

205 

86,63 

i6i,33 

8,63 

78840 

233 

88,92 

186,20 

7,54 

92624 
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CHAPITRE  IV. 

DE  L’ÉQUILIBRE  ENTRE  LES  DOMES  A BASE  CIRCULAIRE 
ET  LES  TAMBOURS  QUI  LES  SUPPORTENT. 


SECTION  PREMIÈRE. 


Équation  d'équilibre  entre  le  Dôme  et  le  Tambour. 


47.  Des  Dômes  équilibrés.  Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
chapitre  II,  sur  la  poussée  des  berceaux  , est  applicable  aux  dômes  ; 
les  principes  sont  les  mêmes  ; il  n’y  a de  différence  que  dans  la 
figure  des  corps  qui  se  font  équilibre. 

Dans  les  berceaux,  si  l’on  imagine  des  plans  verticaux  perpen- 
diculaires à l’axe  du  berceau,  et  parallèles  entre  eux,  on  a des 
tranches  verticales  d’épaisseur  constante  ; c’est  pourquoi  l’on  peut 
se  contenter  de  considérer  l’une  quelconque  de  ces  sections.  Dans 
le  dôme , au  contraire , les  plans  verticaux  qui  passent  par  la  montée, 
partagent  la  voûte  en  secteurs  ou  onglets,  et  le  tambour,  qui  est 
un  cylindre  creux , en  prismes  , qui  ont  pour  base  le  petit  espace 
mixtiligne  ABB'A'  (fig.  33)  : chacun  de  ces  piismes  supporte  un 
secteur  ,de  dôme , et  doit  résister  à la  poussée  de  ce  secteur.  Le 
dôme  et  le  tambour  seront  en  équilibre  , si  un  secteur  quelconque 
et  le  prisme  correspondant  se  font  équilibre.  On  pourra  même 
imaginer  une  section  verticale  qui  passe  par  le  milieu  du  secteur 
et  du  prisme,  et  supposer  que  tout  leur  poids  est  concentré  dans 
cette  section  : par  ce,  moyen,  on  peut  calculer  dans  celte  section 
les  actions  réciproques  du  secteur  et  du  prisme , comme  s’il  s’agis- 
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sait  d’un  berceau , avec  cette  différence  que  dans  les  berceaux  les 
tranches  verticales  sont  proportionnelles  aux  aires,  au  lieu  que  dans 
les  dômes,  les  poids  du  secteur  et  du  prisme  correspondans  ne 
peuvent  pas  être  représentés  par  l’aire  de  leur  section  verticale  , 
mais  seulement  par  leurs  volumes  respectifs. 

Cela  posé  , on  pourra  , pour  trouver  l’équation  d’équilibre  de 
rotation,  employer,  comme  pour  les  berceaux,  deux  hypothèses , 
celle  du  coin  avec  ou  sans  frottement , et  celle  des  arcs-boutans. 
Dans  la  première,  il  faudra  considérer  deux  portions  de  secteur  op- 
posées , comme  formant  un  coin  , le  reste  du  secteur  étant  sup- 
posé adhérent  au  tambour.  On  cherchera  quel  est  le  coin  qui  donne 
le  maximum  de  la  poussée  F ; regardant  ensuite  F comme  constant, 
il  faudra  trouver  le  maximum  de  Z , par  l’équation  d’équilibre.  Dans 
la  seconde  hypothèse  on  suivra  la  même  marche,  mais  le  frotte- 
ment n’entrera  pour  rien  dans  la  recherche  de  la  plus  grande 
poussée. 

Dans  cet  article  je  ne  m’occuperai  que  des  dômes  équilibrés , 
parce  que  le  calcul  est  plus  simple  et  plus  rigoureux:  je  ferai  usage 
de  l’hypothèse  du  coin  sans  frottement. 

Nous  avons  vu  dans  le  n°  ^.2  , équation  (55),  que  le  volume  d’un 


secteur,  n étant  leur  nombre,  était  • Divisant  cette  expres- 

sion par  tang  a, , ou  par  ona,  pour  la  poussée  F d’une  portion 


quelconque  de  secteur , F 


2 me 
n 


; c’est-à-dire  que  cette  poussée 


est  constante  et  la  même,  quelle  que  soit  la  grandeur  du  coin,' 
propriété  remarquable  et  commune  aux  berceaux  et  aux  dômes. 

Cherchons  maintenant  le  volume  d’un  prisme  qui  supporte  le 
secteur. 


Soit  ( fîg.  55)  le  plan  de  la  base  du  tambour,  OÀ  = £ , AB  = Z, 
H “ hauteur  du  tambour ,/=  sa  densité,  on  trouvera  que  le  poids 
du  tambour  est  jfroHZ  (Z -j~  2 b);  celui  du  prisme  ayant  pour  base 

le  petit  espace  ABB'A',  sera  — f7Âl  (Z  ~f~  2b).  La  distance  BG  du 

3^  1 Yj 

centre  de  gravité  du  petit  trapèze  ABB'A',  est  BC  = }Z  -~r“~ : 
ainsi  la  figure  9 étant  la  section  vertical,  du  dôme  et  du  tambour. 
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le  moment  du  prisme  élémentaire  ci-dessus  autour  du  point  c de 

rotation,  sera  —4^—  (36  + Z). 

D’après  cela , et  conservant  toujours  la  notation  convenue , on 
verra  facilement  que  les  équations  d’équilibre  de  rotation  et  du 

non-glissement  du  tambour , sont , en  observant  que  le  facteur  ~ 

disparaît , 

2c(H+6')  = 2c(Z‘ — D')  tang a + i/HZ2 (36+Z) 

zc  < ( 2.c  tang  a + /HZ  ( ib  + Z)) 

Il  faut  se  rappeler  que  dans  ces  équations  on  a (fig.  9) 

D' = AR' = AC  sin  a,  h'— CK —AC  cos  et,  Aa=K,  = 

Ces  valeurs  sont  rigoureuses , mais  dans  la  pratique  on  peut  faire 

AC— [K. 

Il  faut  se  rappeler  encore  que  c et  K doivent  être  déterminés 
comme  nous  l’avons  vu  n°  41* 

On  peut,  pour  la  facilité  des  architectes  non  géomètres,  traduire 
ainsi  les  formules  (36). 

Il  y aura  équilibre  de  l’otation,  si  le  poids  du  dôme,  multiplié  par 
la  hauteur  du  tambour  et  par  cota  (a  étant  l’angle  du  joint  des 
naissances  avec  la  verticale  ) , est  égal  au  poids  du  dôme  multiplié 
par  l’épaisseur  du  tambour,  diminuée  du  demi-joint  des  naissances, 
plus  au  poids  du  tambour  multiplié  par  sa  demi-épaisseur. 

Il  n’y  aura  pas  glissement  des  pieds-droits  sur  leur  base,  si  le 
poids  du  dôme  multiplié  par  cota,  est  plus  petit  que  la  fraction  qui 
exprime  le  frottement,  multipliée  par  la  somme  des  poids  du  dôme 
et  des  pieds-droits. 

Tout  ce  qui  précède  suppose  que  le  cylindre  creux  ou  tambour, 
est  divisé  en  parties  égales  ou  prismes  par  les  plans  verticaux  qui 
partagent  le  dôme  en  secteurs  : on  sent  bien  que  si  le  tambour  était 
composé  de  pierres  entrelacées  et  liées  ensemble , soit  par  des  barres 
de  fer,  soit  par  des  saillies  en  forme  de  chevilles,  soit  par  tout  autre 
moyen , il  n’y  aurait  plus  lieu  à aucun  renversement.  Si  les  assises 
du  dôme  étaient  assemblées  de  la  même  manière,  il  n’existerait 
plus  de  poussée  : il  est  étonnant  que  ce  genre  de  construction  ne 
soit  pas  généralement  usité. 
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Pression.  Quand  on  néglige  le  frottement,  l’expression  de  la 
. M 

pression  est  On  peut  entendre  par  M le  poids  soit  d’une  por- 
tion de  secteur,,  soit  de  la  calotte  entière  du  dôme,  parce  que  la 
surface  qui  éprouve  cette  pression,  augmente  en  même  rapport  que 
le  nombre  des  secteurs.  La  pression  peut  encore  être  exprimée  par 

~p~-  : on  voit  par  là  qu’elle  augmente  continuellement  depuis  la 
clef  où  elle  est  orne , c’est-à-dire  égale  à la  poussée  horizontale. 

48.  Formules  pour  toutes  espèces  de  Dômes  dans  les  différentes 
hypothèses . 

J’ai  déjà  dit  que  la  théorie  de  la  poussée  des  dômes  était  la  même 
que  celle  des  berceaux.  Ainsi , en  conservant  toujours  la  notation 
du  n°  26,  et  observant  qu’ici  M,  N,  S,  au  lieu  d’être  des  aires, 
sont  des  volumes  d’onglets,  ou  même  des  volumes  de  calotte,  parce 
que  la  calotte  est  au  tambour  comme  un  secteur  est  au  prisme 
vertical  qui  le  supporte  ; on  verra  que  dans  toutes  les  hypothèses, 
les  équations  d’équilibre  de  rotation  et  du  non-glissement  du  tam- 
bour, sont  les  suivantes  : 

H -H  AF  -f-  My  + ND  = bS  + SZ  -f-  j /HZ4  (5 b -f-  Z) 

F tî"  [S  -{-  mfnL  (2 b -f-  Z)] 

Ces  équations  sont  les  analogues  des  équations  (22)  trouvées  pour 
les  berceaux  : tout  se  réduit  à y substituer  , pour  avoir  Z , les 
valeurs  de  F et  a qui  conviennent  à l’hypothèse  qu’on  veut  em- 
ployer. Je  vais  les  parcourir. 

i°.  Dans  l’hypothèse  du  coin  sans  frottement,  correspondante  à 
celle  de  la  Hyre , on  suppose  que  le  joint  de  rupture  est  à l'inter- 
section de  l’intrados  par  la  diagonale  du  rectangle  construit  sur  la 
montée  et  le  rayon  de  la  base  ; ainsi  on  a F=M  cota,  N=S  — M. 
Les  autres  quantités  qui  entrent  dans  les  équations  (5y)  se  déduisent 
toutes  des  précédentes  et  de  la  figure  de  la  voûte  : il  ne  me  reste 
plus  que  des  substitutions  à faire  pour  avoir  Z. 

20.  Si  on  considère  la  voûte  entière  comme  un  seul  cône  ou 
Coin  sans  frottement , il  faudra  faire  N = o , M = S,y  = ô-f-  H', 


/ 
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D — g } h — h'.  Cette  hypothèse  ne  sera  pas  praticable  lorsque  la 
tangente  de  l’intrados  est  verticale  aux  naissances. 

3°.  Si  on  considère  deux  secteurs  entiers  et  opposés , comme  but- 
tant l’un  contre  l’autre  à l’extrados  de  la  clef,  et  s’appuyant  contre 
le  tambour,  au  point  A,  par  l’arête  de  l’intrados;  il  faudra  faire 

dans  les  formules  (^7),  h=  o,  N = o,  M = S , q = b , F=S^  ^ : 

alors  D sera  la  distance  de  la  montée  à la  verticale  passant  par 
le  centre  d’inertie  du  secteur  entier.  Cette  hypothèse  approchera 
plus  de  la  vérité  dans  les  dômes  surbaissés  que  dans  ceux  qui  sont 
surhaussés  ; dans  ces  derniers  elle  pourra  être  absurde , et  donner 
F = o ou  F négatif,  quand  D > b ; ce  qui  arrivera,  si  l’épaisseur 
de  la  voûte  est  considérable  et  augmente  depuis  la  clef. 

4°.  Si  on  regarde  chaque  secteur  comme  étant  d’une  seule  pièce, 
et  qu’on  prenne  pour  valeur  de  F , la  force  horizontale  qu’il  faudrait 
employer  au  milieu  de  la  clef,  pour  soutenir  le  secteur  en  équilibre 
autour  du  point  £,  milieu  du  joint  des  naissances , il  faudra  faire 

dans  les  formules,  F = S ^ N — o , M=S,  <7  = Z>-f-  D', 

h = h'  ; D sera  la  distance  de  la  montée  au  centre  d’inertie  du  sec- 
teur entier.  Cette  hypothèse  ne  s’écartera  jamais  de  la  vérité , si 
l’extrados  n’est  pas  très-aplati. 

5°.  Dans  l’hypothèse  plus  rigoureuse  du  coin  avec  frottement, 
on  aura  ( voj . n°  26)  F = M cot  (6  -J-  et)  ; il  faudra  chercher  la  va- 
leur de  a,  qui  rend  F un  maximum , en  faisant  dF  = o.  Regardant 
ensuite  F comme  constant,  et  considérant  le  secteur  comme  com- 
posé de  deux  portions  dont  l’une  est  adhérente  au  tambour , il 
faudra  chercher  le  point  où  il  faut  appliquer  F pour  rendre  Z un 
maximum ; c’est-à-dire  qu’il  faudra  chercher  la  valeur  de  a,  qui  rend 
hF  -f-  Mc/  -f-  MD  un  maximum  ; ce  qui  peut  se  trouver  soit  par  le 
tâtonnement,  soit  directement  par  l’équation  Fdh  -f-  d(Mq)  -f- 
<3? (ND)  = 0.  Ayant  trouvé  a,  on  substituera  sa  valeur,  ainsi  que 
celle  de  F précédemment  trouvée  , dans  l’équation  (37)  qui.  fera 
connaître  Z,  puisqu’elle  est  censée  ne  renfermer  que  F,  H,  b , et 
et  Z.  — 

6°.  Dans  l’hypothèse  des  deux  arcs-boutans  indéterminés,  on 
M l 

aura  F = ^777^;-^  {yoj.  n°  27).  On  cherchera  d’abord  le  maximum 
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de  F , en  faisant  dF  = o ; puis  le  maximum  de  Z,  comme  dans 
l’hypothèse  précédente.  On  choisira  ensuite  le  plus  grand  des  deux 
maximums  de  Z fournis  par  les  deux  dernières  hypothèses. 

70.  On  peut  encore  adopter  une  autre  hypothèse  qui  participe 
des  précédentes.  Après  avoir  trouvé  le  maximum  de  F dans  l’hypo- 
thèse du  coin  avec  ou  sans  frottement,  on  peut,  au  lieu  de  cher- 
cher encore  le  maximum  de  Z , substituer  tout  de  suite  la  valeur 
trouvée  pour  a et  F dans  l’équation  (37)  : cela  revient  à supposer 
que  le  coin  de  plus  grande  poussée  est  aussi  celui  qui  a le  plus 
grand  moment  relatif  pour  renverser  le  pied-droit  ; quoique  cela  ne 
soit  pas  vrai,  il  en  résulte  une  valeur  assez  approchée  pour  Z. 

Pression.  Quant  à la  pression  qui  a lieu  entre  deux  voussoirs 
quelconques  d’un  secteur,  elle  est  la  même  que  celle  qu’exerce  la 
calotte  entière  sur  la  zone  conique  qui  la  supporte.  Tout  ce  que 
nous  avons  dit  dansAe  n°  26,  s’applique  ici  : il  suffit  de  regarder 
M comme  le  volume  de  la  calotte , et  F comme  le  maximum  de 
poussée  exercé  par  le  dôme  dans  tout  son  pourtour. 

La  distinction  que  nous  avons  faite  entre  les  berceaux  de  la  pre- 
mière espèce  et  ceux  de  la  seconde,  n’a  pas  pas  lieu  pour  les  dômes 
engendrés  par  l’intrados  et  l’extrados  qui  auraient  formé  un  ber- 
ceau de  l’une  ou  baume  espèce.  Je  vais  prouver  que  la  poussée 
qui,  abstraction  faite  du  frottement,  a pour  expression  M cota,  est 
toujours  nulle  à la  clef,  à moins  que  le  rayon  de  courbure  n’y  soit 
infini:  en  effet,  l’expression  du  voussoir  élémentaire  de  la  clef, 
qui  a la  forme  d’un  petit  cône  tronqué  dont  le  rayon  de  la  petite 
mkds2  • 

base.,  est  ds  — ■ ■ - ( 5P  -f-  5 rk  -f-  k 2 ) , expression  dans  laquelle  r 

est  le  rayon  de  courbure  à la  clef;  c’est  la  valeur  de  M à la  clef.  On 
a aussi  en  ce  point 


tang  a —du-. 


, fdx\  ds 

- W)er-^)’ 


,,  , M 
d ou- = 

tang  et 


nkds 

~~T7 

or 


( 3r2-j-  3 1 ’/c-j— À1) , 


quantité  qui  renfermant  encore  ds,  fait  voir  que  - — —ou  la  pous- 

& 

sée  exercée  par  le  petit  voussoir  de  la  clef  d’un  dôme , est  infi- 
niment petite,  à moins  que  r ne  soit  infini,  auquel  cas  elle  de- 
vient £,  et  peut  être  finie:  cela  n’empêche  pas  que  la  pression  ne 

soit 
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soit  'toujours  égalé  à la  poussée  horizontale  qui  a lieu  aux  nais- 
sances, laquelle  est  alors  l’effet  non  cle  la  clef,  mais  de  la  réaction 
des  voussoirs  inférieurs. 

49-  Volume  et  centre  d’inertie  d’un  onglet. 

L’application  des  formules  du  n°  précédent  exige  la  détermina- 
tion préalable  de  M,  N,  D,  1.  Il  est  impossible  de  donner  des 
formules  qui  dispensent  de  toute  intégration  , puisque  les  quantités 
cî-dessus  dépendent  de  la  figure  de  la  voûte  ; mais  on  peut  du  moins 
tracer  la  marche  du  calcul,-  c’est  ce  que  je  vais  faire.  M.  Bossut,  pour 
plus  de  commodité,  substitue  à l’onglet  N,  un  prisme  ayant  même 
base  et  même  hauteur.  Outre  que  ce  prisme  est  plus  grand  que 
l’onglet,  leurs  centres  d’inertie  sont  placés  bien  différemment  à 
l’égard  de  la  montée  : l’erreur  qui  résulte  de  cette  fausse  suppo- 
sition est  trop  considérable  pour  être  négligée,  même  dans  la  pra- 
tique ( voyez  Dynamique  citée  n-1  24,  page  d1^)- 

Il  s’agit  de  trouver  le  volume  M engendré  par  l’aire  SS'FE  (fig.  38), 
et  celui  N produit  par  la  révolution  de  l’aire  EFaA  ; quoique  la  chose 
soit  toujours  possible,  cependant  pour  simplifier  un  peu  les  calculs, 
j’imagine  par  le  milieu  R de  EF,  l'horizontale  ypyQ,  et  je  substitue 
aux  aires  SS'FE,  EFæA,  les  aires  SS'pq , cjpaA , qui  sont  très-sen-' 
siblement  égales  aux  deux  premières.  Si  l’on  imagine  deux  sections 
horizontales  infiniment  proches , l’expression  du  volume  de  la  tranche 
élémentaire  du  dôme,  distraction  faite  de  la  partie  vide,  en  conseï’- 
vant  la  notation  convenue , sera  mÿ*dx'  — myxdx.  Donc  mfy'xdx 
— mfyxdx  sera  le  volume  de  la  calotte  M , en  prenant  l’intégrale 
depuis  la  clef  jusqu’à  l’horizontale  Q/?  qui  est  donnée  de  position  ; 
la  même  intégrale,  prise  jusqu’à  la  ligne  des  naissances,  sera 
la  valeur  de  S.  La  différence  des  deux  intégrales  donnera  N.  Il  faut 
trouver  ensuite  la  position  du  centre  I de  gravité  du  secteur  infini- 
ment petit,  dont  SS 'pq  est  la  section  verticale  moyenne,  et  du 
centre  G de  gravité  de  l’onglet  correspondant  à l’aire  qpak.  : ima- 
ginons deux  sections  horizontales  infiniment  proches  ; chaque  or- 
donnée, telle  queypQ,  décrit  un  petit  secteur  de  cercle pQp' (fig.  38*). 
Soitra,  le  nombre  infiniment  grand  des  secteurs  y>Q//,  compris  dans 
le  cercle  entier  dont  pQ  est  le  rayon  ; on  aura,  pour  le  volume  du 
petit  prisme  dont  p(](j'p  est  la  base  et  dx  l’épaisseur,  l’expression 
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ïo6 


M 


my  dx  ^ my  cIl  _ ja  gomme  (je  ees  petits  prismes  qui  composent  l’on- 

glet  SS'pq ,-sera  ^ fÿ*dx  — ^ fy*dx,  en  prenant  l’inle'grale  jusqu’à 
l’ordonnée  pQ. 

Le  moment  du  petit  prisme,  ayant  pour  base  le  secteur  circu- 
laire pQp'  à l’égard  de  la  montée  passant  par  Q , est  ^ y' idx' . §y'} 


ou  ^-y,%dx'  ; le  moment  du  secteur  vide  qQq'  est  ^-y3dx  : donc 
le  moment  de  la  petite  tranche  pqq'p',  est  y'zdx ' — ^yzdx3  et 
leur  somme  f y'zdx'  — ~ Jyzdx.  Divisant  cette  somme  des  mo- 


mens  par  la  somme  des  volumes  de  ces  mêmes  prismes  trouvée 

- fy'3dx' - fy3dx 

plus  haut,  on  aura  3 jy(ix ' ' > cette  quantité  sera  la  distance 


QL,  si  l’intégrale  est  prise  jusques  à la  ligne  Ç)p  : ce  sera  au  con- 
traire la  valeur  de  OL"  ( distance  de  la  montée  au  centre  de  gravité 
du  secteur  total),  si  l’intégrale  est  prise  jusqu’à  la  ligne  OA. 

On  verra  aussi  qu’on  aura  OL',  en  divisant  la  somme  des  momens 
des  petits  prismes  compris  dans  l’onglet  qpah. , par  le  volume  de  cet 
onglet  : on  a 


qpaA  = SS'tf  A — SS'pq  = OS' a — OSA  — OS  'p  QS  q. 

Les  secteurs  dont  ces  aires  sont  les  sections,  foui’nissent  une  équa- 
tion analogue.  Maintenant , pour  éviter  la  multitude  des  mots , dé- 
signons par  le  signe  f une  intégrale  prise  jusqu’à  la  ligne  OA,  et 
par  y’ l’intégrale  prise  jusqu’à  la  ligne  Qp  seulement,  on  verra,  avec 
un  peu  d’attention,  qu’on  a les  expressions  suivantes  ; 
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dôme  ayant  pour  demi-coupe  verticale 

SS'aA  = S = mfÿ*dx  ■—  mf’y*dx , 

calotte  ayant  pour  demi-coupe  SS'pq , ou 

M = mfÿ*dx’  — mjy*dx  ; 

Volume  engendré  par  qpaA , ou 

N=m  (f'y'*dx  — f'y'dx  — fy*dx'  -j-  fy'*dx  ) ; 

OT  # f/yW-lQ^x 

v — • s'ÿ*dxe—fydx  9 


QL 


f fyndx  — f fÿ*doB 


fy'adx  — fyrjdx  * 

AT  , _ j/Y  W - $fy*dx-Wdj'  + $fy>dx 
f'y'Qdx'  — f'y~dx  — fy  Àdx'  -j-  Jÿdx 


Ï07 


• ' * * 1 / • I » •. 

■v  ■■  : 


(58) 


SECTION  II. 

Applications. 


5o.  Dôme  d’ épaisseur  uniforme.  Il  s’agit  dans  cet  article  du  n°  45 , 
dont  nous  avons  vu  que  l’intrados  générateur  était,  pour  les  dômes, 
ce  que  la  chaînette  est  pour  les  berceaux  ; tout  se  réduit  donc  à 
appliquer  convenablement  les  formules  (56)  du  n°  47*  La  première 
chose  à faire,  est  de  chercher  la  valeur  de  G et  tanget,  qui  entrent 
dans  l’équation  (56).  Or,  en  retournant  aux  nos  45  et  47,  on  recon- 
naîtra que  la -quantité  c de  l’équation  (56)  est  la  même  chose  que 

la  quantité  ^ du  n°  45  : on  aura  donc  c,  en  déterminant  c , comme 

nous  l’avons  vu  n°  4 5 , par  la  condition  qu’on  ait  x — otO  (fig.  57), 
où  xz=  a -f-  ~ k =3  d , quand  y = OR'  — ô^-f-  D'  = b'.  On  verra  de 

même  que  tang  et  = vaut  ici  \ e J | e J : on  a ainsi  tout 

ce  qui  entre  dans  les  formules  (56),  et  il  sera  aisé  d’en  conclure  Z. 


5i.  Dômes  en  cul-de-four.  On  appelle  cul-de-four,  un  dôme 
engendré  par  la  révolution  d’une  demi-ellipse  autour  de  son  demi- 
axe  vertical , ou  plutôt  par  la  révolution  de  deux  courbes  menées 


rrr 
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parallèlement  en  dehors  et  en  dedans  de  l’ellipse.  Le  cul-de-four 
est  dit  surhaussé  ou  surbaissé , suivant  que  la  montée  est  plus 
grande  ou  plus  petite  que  le  rayon  de  la  base  : on  voit  que  ces  dômes 
sont  de  l’espèce  de  ceux  que  j’ai  appelés  non-équilibrés , et  qui  ne 
subsistent  que  par  la  liaison  du  ciment. 

Je  ferai  usage  dans  cet  article,  des  formules  du  n°  4b,  en  suivant 
ce  qui  a été  dit  dans  le  4°*  de  ce  n°.  En  appelants  la  surface  engendrée 
par  la  révolution  de  l’ellipse  ctC  (fig.  24),  le  volume  du  dôme  sera 
très-sensiblement  ks  j ainsi  on  aura  S = ks.  Faisant  de  plus,  pour 
abréger,  b -J- 1 k = b' , a~\-\k=.a , et  faisant  attention  queD'=^A-, 
les  formules  (37)  deviennent 


b' — D 


ks  (Z  — | k)  -h  % /HZ2  (5b  + Z) . 


ks  < -Tf  [ks  +/HZ  ( 2b  4-  Z)]. 

Il  ne  reste  plus  , pour  pouvoir  faire  usage  de  ces  formules,  qu’à 
déterminer  s et  D.  comme  ce  calcul  est  assez  long,  j’ai  calculé 
deux  tables  qui  en  dispensent. 

La  première  fait  connaître  D = OG',  relativement  aux  différentes 
grandeurs  de  la  montée  O a = d , dans  la  supposition  du  demi-arc 
horizontal  0£  = &'=i.  La  seconde  fait  connaître  la  valeur  cor- 
respondante de  s. 

En  faisant  attention  que  les  surfaces  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  quarrés  des  dimensions  homologues , on  aura  la  valeur 
de  s qui  convient  au  dôme  proposé  , en  multipliant  le  signe  S de 
la  table  par  Z>\  On  verra  aussi  que  pour  avoir  le  D de  la  formule , 
il  faut  multiplier  le  D de  la  table  par  b'. 

Supposons,  pour  faire  une  application,  OA=&=20,  OS=æ=i4, 
SS'  = k=  2 , d’où  a'—  i5,  b'  = 21  ; il  faut  chercher  dans  la  table 
le  point  où  la  montée  est  les  ^7  ou  les  o,7i43èmes  du  rayon  de  la 
base , pour  avoir  les  valeurs  correspondantes  de  D et  5 , en  prenant 
des  parties  proportionnelles  : on  trouvera  s = 5}  1282 , 0=0,7621. 
Multipliant  cette  valeur  de  D par  b'  ou  21  , et  celle  de  s par  b'1  ou 

2 1 , on  aura  pour  celles  qu’il  faut  substituer  dans  les  formules  ci- 
dessus,  D=  16,00,  5 = 2261,4.  Le  reste  du  calcul  n’a  plus  rien 
d’embarrassant. 
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Observons  que  pour  avoir  les  valeurs  plus  exactes  de  D et  s , 
il  faudrait  employer  la  méthode  d’interpolation  , en  prenant  les 
différences  premières  et  secondes  des  termes  des  tables , voisins 
de  ceux  entre  lesquels  on  yeut  intercaler. 


Table  de  la  distance  de  la  montée  a la  verticale  passant  pat'  le  centre 
de  gravité  d'un  secteur  d'ellipsoïde. 


0 a 

OU 

montée. 

D ou  distance 

du  centre 

de  gravité. 

0* 

ou 

montée. 

Dou  distance 

du  centre 

de  gravité. 

0* 

on 

montée. 

D ou  distance 

du  centre 

de  gravité. 

ir 

0* 

OU 

montée. 

D ou  distance 

du  centre 

de  gravité. 

0,1 

0,6746 

0,8 

0,7702 

1,5 

<0,8091 

2,2 

0,8253 

0,2 

0,6902 

°>.9 

0,7784 

1,6 

0,8123 

2,3 

0,8268 

0,0 

0,7070 

1,0 

0,7854 

*,7 

o,8i5i 

2,4 

O, 8281 

0,4 

0,7229 

o, 79i5 

i,8 

0,8176 

2,5 

o, 8293 

0,5 

0,7072 

1,2 

0,7968 

1 j.9 

0,8198 

o,6 

0,7498 

1,3 

o,8oi5 

2,0 

0,8218 

o 

NI 

0,7608 

v,4 

» 

O 

OO 

O 

(Jt 

C J\ 

2,1 

0,8237 

Si  l’on  voulait  avoir  la  capacité  recouverte  par  le  dôme,  on  re- 
marquerait qu’elle  est  les  deux  tiers  du  cylindre  dont  le  diamètre 
est  2 b et  la  hauteur  a : elle  est  donc  f mab\ 
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Table  des  surfaces  des  différentes  ellipsoïdes . 


j 

\ 0* 

| ou 

I montée. 

S 

ou  aire 

du  dôme. 

Oct 

ou 

montée. 

s 

ou  aire 

du  dôme. 

0«. 

ou 

montée. 

S 

ou  aire 

du  dôme. 

Oa 

ou 

montée, 

s 

ou  aire 

du  dôme. 

O,  1 

3,236l 

0,8 

5,4644 

i,5 

8,4592 

2,2 

1 1 , 6690 

0,2 

3,4356 

°>9 

5,8687 

1,6 

8,9088 

2,3 

12, i564 

0,3 

3,6970 

1,0 

6 , 2832 

L7 

9,3623 

2,4 

12,6o53 

0,4 

4,0009 

• 'I'1 

6,7062 

i,B 

9,8186 

2, 5 

13,0762 

o,5 

4,3359 

1,2 

7, i36o 

i,9 

10,2774 

0,6 

4,6948 

i,3 

7,5722 

2,0 

10,7393 

Ol7 

5,0721 

1,4 

8,oi34 

2’* 

1 1 , 2032 

Observons  encore  que  pour  avoir  Z dans  la  formule  ci-dcssus, 
il  ne  sera  pas  nécessaire  de  résoudre  une  équation  du  troisième 
degré  ; on  négligera  Z dans  le  facteur  {5b  -j-  Z)  , et  l’on  aura  une 
première  approximation , en  résolvant  l’équation  du  second  degré  : 
on  mettra  la  valeur  numérique  trouvée  pour  Z dans  le  même  fac- 
teur seulement,  et  l’on  résoudra  de  nouveau  l’équation  du  second 
degré,  ce  qui  donnera  une  seconde  valeur  de  Z plus  approchée;  oa 
pourrait  continuer  ainsi  : 

52.  Dôme  hémisphérique.  Le  dôme  hémisphérique  n’étant  qu’un 
cas  particulier  des  dômes  en  cul-de-four,  il  suffit  de  faire  a = U 
dans  les  calculs  du  n°  précédent,  et  D = 0,7854 V.  Remarquons 
encore  qu’ici  on  a S,  d’une  manière  directe  et  plus  rigoureuse 
qu’en  multipliant  la  surface  moyenne  par  l’épaisseur:  en  effet,  il 
sera  aisé  de  voir  qu’on  a le  volume  du  dôme,  en  retranchant  la 
demi-sphère  vide  de  la  demi-sphère  totale,  ce  qui  donne 

S = | m{b  kf  — 1 7 nbs  ==  J-/? 2 (3 h2  -(-  3 bk-j-k*)  k. 

Faisant  ces  substitutions  dans  les  formules  du  n“  précédent,  on  a les 


I X 1 


DE  L’ÉQÜILÏBRE  DES  VOUTES, 
suivantes  pour  le  dôme  hémisphérique, 

o,^495/<H(3è2-|-3à/v-|-/;2)— 2Jog44à(5^!M-3Z,à-f'V)(Z — 's:k)-^--^rfllZi1(3 b-\-Z,s)  t 

o > (a) , 

O;449^K3£a+3fr/{-Ek2)<0VVog44k(^2+^UEk2)+m/'liz.(2Z>4-Z)3  ) 

Je  vais  chercher  actuellement  l’équation  d’équilibre  de  rotation 
dans  l’hypothèse  du  coin  sans  frottement,  c’est-à-dire,  en  concevant 
qu’une  calotte  dont  l’angle  générateur  est  a,  repose  sur  la  surface 
conique  du  reste  du  dôme,  et  fait  effort  pour  l’écarter. 

La  figure  59  représente  une  section  verticale  du  dôme  et  du 
tambour  ; clQ  est  le  profil  d’une  sphère  intermédiaire  passant  par 
les  centres  de  gravité  de  tous  les  voussoirs.  Ces  voussoirs  sont  de 
petites  pyramides  tronquées  inégales,  mais  qu'on  peut  supposer 
égales,  quand  il  s’agit  de  trouver  leurs  centres  communs  de  gra- 
vité. La  valeur  de  O a sera  sensiblement  Oa  = b -f-  \ k = b'  : si  on 
veut  l’avoir  rigoureusement,  il  faut  chercher  le  centre  de  gravité 
d’une  pyramide  tronquée  infiniment  petite,  dont  la  hauteur  est  À, 
et  l’on  trouvera 

0 3 B 4 — M 3 b3  -f-  BaZ>  -h  B b*  + 6* 

4 B3  — b3  4 B2  -f-  Bà~q-  b,J-  *’ 


La  première  chose  à faire  est  de  chercher  la  distance  OG'=I) 
de  la  montée  au  centre  G d’inertie  de  l’onglet  qui  a pour  profil 
EFaA.  ; ce  centre  sera  le  même  que  celui  de  la  portion  de  sphère 
intermédiaire  dont  nous  avons  parlé.  Soit  (fîg.  3g  *)  a£U  le  triangle 
sphérique  déterminé  dans  la  sphère  intermédiaire  par  les  deux  plans 
verticaux  qui  comprennent  l’onglet,  il  s’agira  de  trouver  le  centre  G 
de  gravité  de  la  portiop  RR'£'£  de  ce  triangle  sphérique. 

Je  fais  pour  simplifier  O a = b -f-  k = B : soit  aussi  £M=  s.  Cela 
posé , on  aura  (fig.  3g) 


secteur  sphérique,  ou  volume  engendré  par  SOE=f /«Z>3(i  — cosa); 
secteur  sphérique,  ou  volume  engendré  par S'OF=|mB3(i — cosa); 
calotte  ou  volume  engendré  par  SS'FE=| /n(i — cosot)(B3 — h3) — M; 


hémisphère  vide , ou  volume  engendré  par  OSA — | mb3  ; 

hémisphère  total,  ou  volume  engendré  par  O S'a wB3  ; 

dôme  entier  = f ni  (B3  — Z»3)  : 


volume  engendré  par  EFrtA  = | w(B3  — - b3)  cos  x = N ; 


ii2  THÉORIE 

Zone  engendre'c  par  l’arc  Mm=2mjds.  Donc  n étant  le  nombre  infini- 
ment grand  des  secteurs,  on  aura  aire  Mmm'M  ==~yds\  son  moment 
a 1 egard  de  l’axe  = --^s  • somme  de  ces  momens  = — - fy-ds  : 

Il  71  JJ  ' 

quantité  qui,  étant  intégrée  depuis  è jusqu’à  R,  est 


7n,a  /■  • , \ • / cl  i 

— (sinacosa./’-f-s),  ou  — |^sm  a cosa  -f-  \ m[\  — ~)J, 
^en  observant  que  s — — ■ 

Si  on  divise  cette  somme  des  momens  par  la  surface  RR'£é', 


qu’on  verra  être 


2 mr.  °Q'  _ ümt^coscL 

n ou  n 3 on  trouveraPour  *a  distance 

cherchée  à l’axe  du  centre  d’inertie  de  Faire  courbe  RR'£'£,  ou 
de  l’onglet  engendré  par  EF«A,  l’expression 


OG' 


D = 


~r 


sin  a -j-  \ m 


9° 


On  verra  aussi  qu’on  a RRï  = / cosa,  OR'  = / sin<». 

De  toutes  ces  données,  on  conclut  aisément  la  formule  suivante 
pour  l’équilibre  de  rotation 


M(H-f-rcos  cl)  cotse  ~M(è-f-Z — sin  a)  -j-N(è-}-Z— D)  -f-  j?n/’HZs(3è+Z) . . . (b). 
Si  l’on  fait  a = 45%  on  aura 

D = 0,9089/’,  sin  a = cos  a = = 0,707 1 ; 

P 

c’est  l’hypothèse  en  usage  ; mais  ma  formule  dispense  de  chercher 
le  centre  de  gravité  de  l’onglet,  ce  qui  est  assez  pénible. 

Si  l’on  veut , conformément  à ce  qui  a été  dit  dans  le  7®.  du 
n°  4$,  prendre  pour  la  poussée  'grand  F,  celle  du  coin  qui  exerce 
la  plus  grande,  on  aura,  dans  l’hypothèse  du  coin  sans  frottement, 
F = M cot  a.  En  jetant  les  yeux  sur  l’expression  rapportée  ci- 
dessus,  on  verra  que  la  quantité  qui  doit  être  un  maximum , est 

ici  cot  a f 1 -—cosa),  ou  cota  — Différentiant  et  divisant 

par 
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—3 

par  det , on  a , réduction  faite , cos  a.  — a cos  et  -f-  i — o , équation 
dont  les  trois  racines  sont  cos  et  = i , cos  a = § ( — idb\/5).  La 
première,  ainsi  que  celles  données  par  dx  — o et  cosa=o,  in- 
diquent un  minimum  : celle  qui  donne  le  maximum  cherché  , est 
cos  et  = \ ( — i + \/5)  = 0,618,  d’où  et  = 5i9  5o'  : c’est  là  l’angle 
qui  donne  le  coin  de  plus  grande  poussée. 

Cette  valeur  de  a,  étant  substituée  dans  l’équation  (b')  , donnera 
une  valeur  de  Z plus  approchée , mais  qui  ne  sera  pas  son  vrai 
maximum , puisqu’il  faudrait  encore  chercher  le  point  d’application 
le  plus  favorable  pour  la  poussée  F , regardée  comme  constante. 

La  formule  (2)  peut  être  traduite  de  la  manière  suivante  pour  les 
praticiens. 

Il  y aura  équilibre  de  rotation,  si  le  poids  du  dôme,  multiplié  par 
la  hauteur  du  tambour  et  par  le  nombre  0,2146,  est  égal  au  poids 
du  dôme  multiplié  par  l’épaisseur  du  tambour  diminuée  de  la  demi- 
épaisseur  du  dôme , plus  au  poids  du  tambour  multiplié  par  sa 
demi-épaisseur. 

Il  n’y  aura  pas  glissement  du  tambour , si  le  produit  du  poids  du 
dôme  par  le  nombre  0,2146,  est  plus  petit  que  le  frottement  mul- 
tiplié par  la  somme  des  poids  du  dôme  et  du  tambour. 


55.  Dôme  du  Panthéon  français.  Ce  dôme  (fig.  38)  est  engendré 
par  la  révolution  de  deux  paraboles,  dont  l’une  forme  la  surface 
d’intrados,  et  l’autre  celle  d’extrados.  En  faisant  OS'  — A,  OS  = æ, 
Oæ' — B,  AO  — ô , la  parabole  d’extrados  aura  pour  équation 

Bax' 

y1  = — , et  celle  d’intrados , f 
ment  au  n°  29) 


— — ,r ; d’où  l’on  tire  ( conformé- 


J’intègre  ces  équations,  et  ayant  Qp  = B',  Qÿ  = bf  ; je  mets  dans 
les  intégrales  successivement  B et  B'  pour  y',  ainsi  que  h et  V 
pour  y.  Par  là,  j’ai  les  deux  espèces  d’intégrales  f ,f  des  formules 

i5 


ii4  THÉORIE 

58  du  n°  4g,  qui  deviennent 

S = \ /??AB2  — ~ mab 2 , 

7Ti  A 'Bt  ma'M 


M = 


2B2 


20 


,2  ? 


oi;7  = 


8 (AB3  — ab3) 


1 5 (AB2  — ai2)  * 
A 'B5 


QL  = 


0 / A 'B5  a 'è5\ 

8 B2  F” J 


A 'B+ 

B2  b 


Oh'  = 


*5( 

8 ^AB3  — aZ>3 


a 'b+  \ 9 


0 

A 'B5  , a'£5 


B2 


) 


i5 


(AB2  — 


aè3  ■ 


A'B4  . «'£4 


B2 


') 


Les  dimensions  du  dôme  sont  b — 5a  pieds,  B=  35,  « = £ \/3, 
= 55,425,  A = 56,925,  AD  = H = 44. 

Pour  avoir,  d’après  la  règle  usite'e,  la  position  E du  joint  de  rup- 
ture EF,  on  imagine  un  rectangle  dont  OA  et  OS  sont  deux  côtés; 
la  diagonale  menée  par  le  point  O , détermine  le  point  E sur  l’in- 
trados : on  trouve  ici  que  EP  = 19,84.  Le  joint  EF  étant  perpendi- 
culaire à l’intrados,  la  position  de  la  ligne  pQ  est  déterminée,  et 
l’on  trouve  pQ  = B'  = 21, 5i , et  = ô' = 19,22,  S'P  = 22,81, 
OQ  = 34,253  = h,  AR*  = q = 1 1,224. 

b2  1 \ 

; d’où,  pour  le  joint  EF,  cota. 


On  a de  plus  cot  et  = ^ : 


2 ay  1 


= 0,4806,  et  pour  le  joint  A a,  cot  et  = 0,2887. 

Si , conformément  au  i°.  du  n°  48 , on  adopte  l’hypotlièse  usitée  du 
coin  déterminée  par  la  diagonale  menée  du  point  O,  on  trouvera 
Z = i,5. 

Si,  conformément  au  2®.  du  n°  46,  on  considère  le  dôme  entier 
comme  un  seul  coin , on  trouve  Z = 5,9. 

Si,  conformément  au  3°.  du  n°  48,  on  considère  deux  secteurs 
entiers  buttant  à l’extrados  de  la  clef  et  à l’intrados  des  naissances , 
on  trouve  Z = 2,96. 

Si  on  prend  pour  arcs-boutans  à la  clef  la  portion  de  secteur 
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SS'FE , en  regardant  le  reste  du  secteur  comme  adhérent  au  tam- 
bour,, on  trouve  une  quantité  négative  pour  Z,  ce  qui  signifie  que 
l’arc-boutant  11e  saurait  renverser  le  reste  du  secteur  à cause  de 
son  adhérence,  si  petite  que  soit  l’épaisseur  Z.  Cette  hypothèse  de- 
vient absurde  dans  le  dôme  proposé. 

Si,  conformément  au  4°-  du  même  n°,  on  considère  le  secteur 
entier  comme  un  arc-boutant  pouvant  tourner  autour  du  point  £, 
milieu  du  joint  des  naissances,  on  trouve  Z = 4>°4?  résultat  plus 
probable. 

M.  Bossut  a trouvé , dans  la  première  hypothèse  , 3,25  au  lieu 
de  i,3  : voici  les  causes  de  cette  différence.  Premièrement,  nous 
avons  vu  qu'il  a substitué  au  secteur  EF#A,  un  autre  secteur  très- 
différent  en  volume  et  par  la  position  de  son  centre  d’inertie  : secon- 
dement , il  s’est  trompé  d’un  tiers  dans  le  volume  de  la  calotte  ; car 
il  retranche  le  paraboloïde  vide  d’un  paraboloïde  extérieur,  qui  ne 
repose  pas  sur  la  même  section  horizontale  : troisièmement,  il  a fait 
entrer  dans  le  calcul,  la  lanterne  ou  cylindre  creux  qui  entoure  la 
partie  supérieure  du  dôme,  ainsi  que  l’attique  ou  espèce  de  tour 
annulaire  qui  repose  sur  le  tambour.  Je  n’ai  pas  tenu  compte  de 
cette  lanterne  et  de  cet  attique , parce  qu’il  aurait  fallu  connaître 
leurs  dimensions  et  leur  position  : au  reste  il  est  toujours  aisé  d’y 
avoir  égard.  L’un  de  ces  corps  s’ajoute  à la  calotte  , et  l’autre  au 
tambour  ; ce  sont  deux  forces  dont  les  momens  se  calculent  comme 
nous  l’avons  fait  pour  le  dôme  et  pour  le  tambour. 

Observons,  en  finissant  cet  article,  que  si  l’architecte  du  Pan- 
théon eût  été  géomètre,  au  lieu  de  faire  décroître  l’épaisseur  du 
dôme  depuis  les  naissances,  il  eût  fait  le  contraire;  car  nous  avons 
vu  dans  le  chapitre  précédent , que  lorsque  l’intrados  est  parabo- 
lique, l’épaisseur  doit  augmenter  depuis  les  naissances,  et  le  dôme 
se  terminer  en  flèche. 

SECTION  ni. 

Du  Tambour  d'égale  résistance  et  du  minimum  des  matériaux. 

54.  Tanibour  d’égale  résistance. 

Le  problème  dont  il  s’agit  ici  est  l’analogue  de  celui  du  n*  38. 


n6  THÉORIE 

On  demande  la  figure  qu’il  faut  donner  au  tambour  pour  qu’il  ré- 
siste  également  dans  tous  ses  points  au  renversement,  en  supposant 
qu’il  puisse  se  rompre  par  assises  horizontales,  et  que  la  partie  vide 
du  tambour  soit  cylindrique. 

Imaginons  par  le  pôle  du  dôme  une  infinité  de  plans  verticaux  : 
ces  plans  partageront  le  dôme  en  un  nombre  n infiniment  grand 
de  secteurs  ; ils  partageront  aussi  le  tambour  en  un  nombre  d’on- 
glets qui  étaient  des  prismes,  quand  le  tambour  était  un  cylindre 
creux. 

Soit  (fig.  3a)  une  de  ces  sections  verticales  qui,  par  sa  révolution 
autour  de  la  montée,  engendre  le  dôme  et  le  tambour.  En  ima- 
ginant une  section  horizontale , elle  sera  représentée  par  la  figure  33, 
et  le  petit  trapèze  ABB'A'  sera  la  section  de  l’onglet  du  tambour 
compris  entre  les  deux  plans  verticaux  élevés  sur  OB  et  OB'. 

Soit  toujours  F la  poussée  horizontale  que  le  dôme  entier  exerce 
dans  son  pourtour , — sera  la  poussée  appliquée  en  E contre  l’on- 


glet du  tambour  ; — sera  le  poids  du  secteur  du  dôme  qui  presse 


en  E l’onglet  : deux  autres  forces  concourent  avec  la  dernière  pour 
s’opposer  au  renversement  autour  du  point  N , de  la  portion  d’on- 
glet engendrée  par  l’aire  AENQ  : ces  deux  forces  sont  les  poids  de 
cette  même  partie  d’onglet , et  la  force  d’adhérence  g , qui  unit 
cette  partie  supérieure  de  l’onglet  à la  partie  qui  est  en-dessous  de 
la  Section  horizontale  NQ.  Il  faut,  pour  l’équilibre  du  système, 
que  le  moment  de  la  poussée , à l’égard  du  point  extérieur  N d’une 
section  horizontale  quelconque  , soit  égal  à la  somme  des  trois 
forces  verticales  dont  nous  venons  de  parler. 

En  conservant  la  notation  du  n°  58,  on  trouvera,  comme  nous 

l’avons  déjà  dit  au  n°  47  y aire  ABB'A'  = —z  ( 2b  -j-s). 

En  imaginant  une  autre  section  horizontale  passant  à la  distance 
dn  de  la  première , le  poids  d’une  tranche  élémentaire  d’onglet 


ayant  pour  base  ABB'A',  sera  — fz(2b-\-  z)  du. 

La  distance  AG  (fig.  33)  du  point  A au  centre  d’inertie  de  cette 
tranche,  qui  est  un  petit  trapèze,  sera  AG  = |z 
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La  somme  des  momens  de  toutes  ces  tranches , à l’égard  de 

l’axe  AD(fig.  32) , sera /ABB'A'.  AG,  c’est-à-dire g^ff(f>bz*-\-2zz)du. 


Divisant  cette  somme  des  momens  par  la  somme—  ffdu  {ibz  -{-  za) 

des  tranches  ou  volume  de  l’onglet  engendré  par  AENQ , on  aura 
pour  la  distance  du  centre  de  gravité  C de  cette  portion  d’onglet 

à la  ligne  AD,  QG'  = pf^>,  NG'  = z-QG'. 

Le  moment  de  la  portion  d’onglet  engendrée  par  AENQ  , à l’égard 
du  point  N de  rotation,  sera 


rl  , , , , \ / fdu(Zbzi  -f-  2z,5)\ 

fdu(2bz  + Z‘)  (3  - + «U.. 

fdu  ( zbz  -|-z’)  — f fdu  ( j/c2  -f-  2Z3 


g étant  la  force  d’adhérence  qui  a lieu  pour  une  aire  = i , la 
somme  de  ces  forces , distribuées  sur  la  section  ABB'A'  de 

rupture,  est  g . ABB'A',  c’est-à-dire  (2 bz  -f-za).  La  résultante  de 
ces  forces  agit  à la  distance  BG  (fig.  35)  = jz  2p~_^_z  '•  leur  mo- 
ment, à l’égard  du  point  N,  est  donc  (5 bz*-\-z3). 

Egalant  le  moment  de  la  poussée  du  secteur  du  dôme  , lequel 

ziF 

est  — , à la  somme  des  momens  des  trois  forces  verticales  trouvées 

n 3 

ci-dessus,  on  a l’équation  d’équilibre  suivante,  dans  laquelle  n ne 
se  trouve  plus  : 


fcF=S(z — D)  -J-i  mg(3bz*-\-z3)  -f  mfzfdu  (abzf-z*) — fdu  (pbz'-faz3) . . . (a). 

Je  différencie  deux  fois  de  suite  cette  équation  pour  la  débarras- 
ser du  signe / , en  regardant  dz  comme  constant  ; j’ai,  toute  réduc- 
tion faite. 


[ mf  ( bz*  -J- 1 z3  ) — - F]  d*u  -f-  amf  {abz  -f-  a5)  dzdu  -f-  amg  (à  -f-  z)  dz 2 = o . . . . (à) . 


Pour  intégrer  cette  équation,  il  faut  faire  du—pdz , et  il  vient 
dp  -}-  Z pdz  -f-  TJdz  — o , dans  laquelle  Z , Z'  sont  des  fonctions 
de  z , et  qu’on  pourra  intégrer  par  les  méthodes  connues.  On  dé- 
terminera les  deux  constantes  comme  dans  le  n°  38. 


ïïS  THÉORIE 

Nous  avons  supposé  que  chaque  onglet  du  tambour  était  d’une 
seule  pièce,  ensorte  que  l’adhérence  d’une  molécule  à l’autre  est 
la  même  dans  toute  la  hauteur.  Mais  presque  toujours  chaque  on- 
glet est  composé  de  plusieurs  assises,  ou  lits  de  pierres  posées  les 
unes  sur  les  autres  ; alors  l’adhérence  est  presque  nulle  d’un  lit  à 
l’autre  : ainsi  on  aura  une  solution  plus  conforme  à la  réalité,  en 
faisant  g très-petit , ou  même  nul  dans  les  calculs  précédens. 

La  solution  que  M.  Bossut  a donnée  de  ce  problème  est  erronée  ; 
il  s’est  trompé  dans  la  détermination  de  la  distance  du  centre  de 
gravité  de  l’onglet  à l’égard  de  la  ligne  AH:  il  faut  supposer  2j3  dans 
son  expression  au  lieu  de  y3. 

55.  Minimum  des  matériaux. 

Les  dômes  sont  encore  susceptibles  d’un  perfectionnement  ana- 
logue à celui  que  nous  avons  déterminé  n°  39,  pour  les  berceaux. 
On  peut  se  proposer  cette  question  : Connaissant  la  hauteur  du 
tambour , le  rayon  du  vide  , la  nature  de  l’intrados  et  celle  de 
l’extrados , trouver  quelles  doivent  être  la  montée  du  dôme  et  l’épais- 
paisseur  du  tambour , pour  que  le  tout  étant  en  équilibre , la  totalité 
des  matériaux  du  dôme  et  du  tambour  soit  un  minimum. 

On  voit  qu’ici  la  quantité  qui  doit  être  un  minimum  est 

S -f-  mfWL  (2b  -f-  Z)  , dans  laquelle  il  ne  faudra  faire  varier  que 
la  montée  a et  l’épaisseur  Z du  tambour,  après  y avoir  mis,  pour  S, 
sa  valeur  en  fonction  de  a,  b et  /c,  donnée  par  la  figure  du  dôme. 
L’équation  ds  -f-  zmfïldTj  (b  -f-  Z)  = o , devra  être  combinée  avec 
celle  d’équilibre  de  rotation , pour  en  tirer  les  valeurs  cherchées 
de  a et  Z. 
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CHAPITRE  Y. 

# 

DES  VOUTES  IRRÉGULIÈRES  , OU  DONT  LES  JOINTS 
NE  SONT  PAS  NORMAUX  A L’INTRADOS. 


SECTION  PREMIÈRE. 

Des  Voûtes  dont  les  joints  concourent  en  un  même  point . 

56.  L ignés  de  courbure  des  surfaces  courbes.  Conditions  que 
doivent  remplir  les  joints. 

Je  rapporte  ici  quelques  réflexions  de  M.  Monge  , sur  la  the'orïe 
des  surfaces  courbes , parfaitement  applicables  à la  théorie  des 
voûtes  : elles  sont  extraites  d’un  excellent  Mémoire  inséré  dans  le 
deuxième  cahier  du  Journal  de  l’Ecole  polytechnique. 

c Après  avoir  conçu  , par  un  point  quelconque  d’une  surface 
» courbe,  une  normale  à cette  surface  , si  l’on  veut  passer  au  point 
r infiniment  voisin  par  lequel  la  nouvelle  normale  soit  dans  le 
» même  plan  que  la  première , et  la  rencontre  par  conséquent  en 
» un  point , on  peut  toujours  le  faire  dans  deux  directions  : ces 
» deux  directions  sont  toujours  à angle  droit  sur  la  surface  , et 
» elles  sont  les  seules  qui  donnent  ce  résultat,  si  l’on  en  excepte 
» le  cas  particulier  de  la  sphère  pour  toute  la  surface  , et  quelques 
» points  remarquables  pour  d’autres , tels  que  les  sommets  des  sur- 
« faces  de  révolution. 

» Les  deux  points  dans  lesquels  chaque  normale  est  rencontrée 
)>  par  les  deux  normales  infiniment  voisines,  sont  les  centres  des 
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»>  deux  courbures  de  la  surface  dans  le  point  que  l’on  considère  ; 
» les  distances  de  ces  deux  points  à celui  de  la  surface,  sont  les 
« rayons  des  deux  courbures  ; et  les  directions  rectangulaires  dans 
» lesquelles  on  passe  de  la  normale  aux  deux  normales  consécu- 
» tives  qui  la  coupent,  sont  les  directions  de  ces  courbures. 

» Si  l’on  conçoit  que  le  point  de  la  surface  se  meuve  de  manière 
» qu’à  chaque  instant  des  directions  des  deux  courbures,  il  suive 
» celle  qui  est  dans  un  premier  sens,  et  qu’il  continue  ainsi  de 
))  se  mouvoir  autant  que  le  permettra  l’étendue  de  la  surface , 
» la  courbe  qu’il  parcourra  sera  celle  de  l’ùne  des  courbures. 
» En  concevant  par  chaque  point  une  courbe  parcourue  de  cette 
» manière , on  aura  la  suite  des  lignes  de  la  première  courbure , qui 
» diviseront  l’aire  de  la  surface  courbe  en  zones  , suivant  une  pre- 
))  mière  dii’ection.  Si  l’on  conçoit  que  le  point  de  la  surface  , au  lieu 
» de  suivi’e  dans  son  mouvement  la  direction  de  la  première  cour- 
» bure,  suive  au  contraire  celle  do  la  seconde,  il  parcourra  une 
» courbe  de  la  seconde  courbure , et  cette  courbe  coupera  toutes 
» celles  de  la  première  à angles  droits.  En  concevant  pour  chaque 
» point  une  courbe  parcourue  de  cette  seconde  manière  , on  aura 
:»  la  suite  des  lignes  de  la  seconde  courbure,  qui  diviseront  l’aire 
» de  la  surface  en  d’autres  zones , suivant  une  nouvelle  direction. 
» Enfin , chacune  des  lignes  de  l’une  de  ces  deux  suites  étant  per- 
« pendiculaire  à toutes  celles  de  l’autre  suite,  et  réciproquement, 
» il  s’ensuit  que  ces  deux  suites  de  ligne  de  courbure  diviseront 
» l’aire  de  la  surface  courbe  en  élémens  qui  seront  tous  rectan- 
))  gulaires  : cela  peut  être  rendu  sensible  sur  les  surfaces  de  ré- 
» volution  prises  pour  exemple. 

» Sur  les  surfaces  de  révolution , on  ne  peut  passer  d’un  point 
w à un  autre  pour  lequel  les  deux  normales  sont  dans  un  même 
» plan,  à moins  qu’on  ne  suive  ou  la  direction  du  méridien,  ou 
» celle  du  parallèle  qui  passe  par  ce  point  : suivant  toute  autre 
» direction  , les  deux  normales  ne  se  rencontreraient  pas,  puisque, 
» étant  des  méridiens  différens,  elles  ne  passeraient  pas  par  le  même 
» point  de  l’axe.  Les  méridiens  sont  donc  la  suite  des  lignes  d’une 
» des  courbes  , et  les  parallèles  la  suite  de  celles  de  l’autre  : chaque 
a courbe  de  l’une  de  ces  suites  est  perpendiculaire  à toutes  celles 

» de 
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» de  l’autre  ; et  les  deux  suites  divisent  Faire  de  la  surface  en  éle- 
3)  mens  que  l’on  peut  regarder  comme  rectangulaires. 

» Si  la  normale  se  meut  de  manière  que , sans  cesser  d’être  per- 
3)  pendiculaire  à la  surface,  elle  parcoure  une  ligne  de  courbure 
■»  dans  chaque  instant  de  son  mouvement,  elle  se  portera  sur  une 
3)  des  deux  normales  infiniment  voisines  qui  la  coupent,  et  elle  en~ 
» gendrera  une  surface  qui  sera  développable,  qui  sera  partout  dans 
» une  de  ses  lignes  de  courbure. 

3)  Si  pour  le  même  point , la  normale  parcourt  la  ligne  de  l’autre 
» courbure  , elle  engendrera  de  même  une  autre  surface  dévelop- 
3>  pable  normale  à la  surface  courbe  , et  qui  rencontrera  la  première 
» en  ligne  droite  et  à angles  droits.  Si  l’on  conçoit  donc  une  sem- 
3)  blable  surface  pour  chacune  des  lignes  de  courbure  de  l’une  et 
3>  de  l’autre  suites,  on  aura  deux  suites  de  surfaces  développables 
3)  normales  à la  surface  courbe  , et  telles  que  chacune  de  celles 
3>  d’une  des  suites  rencontrera  toutes  celles  de  l’autre  suite  en  lignes 
3)  droites  et  à angles  droits.  Toutes  ces  surfaces  développables  nor- 
3)  males  diviseront  l’espace  en  élémens  , indéfinis  dans  le  sens  de  la 
» longueur  de  la  normale , infiniment  étroits  dans  le  sens  des  deux 
» courbures  , et  terminés  par  quatre  plans  rectangulaires  entre  eux  , 
3>  et  par  quatre  arêtes  indéfinies  et  en  lignes  droites. 

)>  Chacune  des  surfaces  développables  normales  d’une  des  suites 
» a une  arête  de  rebroussement  particulière,  et  qui , étant  le  lieu  des 
3>  intersections  successives  des  normales  consécutives  pour  une 
33  même  ligne  de  courbure , est  le  lieu  des  centres  d’une  des  cour- 
33  bures  pour  tous  les  points  de  cette  ligne.  Si  l’on  considère  donc 
» le  système  des  arêtes  de  rebroussement  de  toutes  les  surfaces  de'« 
33  veloppables  normales  d’une  même  suite,  ce  système  formera  une 
33  surface  coui'be  qui  sera  le  lieu  de  tous  les  centres  d’une  des 
33  courbures  de  la  surface  courbe.  Les  deux  surfaces  des  centres  de 
33  courbure  d’une  même  surface  courbe  sont,  par  rapport  à elles, 
33  ce  que  les  développées  ordinaires  sont  par  rapport  aux  courbes  ; 
33  dans  quelques  cas  particuliers , elles  sont  distinctes  l’une  de  l’autre  , 
» et  peuvent  avoir  leurs  équations  séparées  : en  général  elles  sont 
33  les  nappes  différentes  d’une  même  surface  courbe  , et  elles  sont 
33  toutes  deux  exprimées  par  une  même  équation  d’un  degré 
)3  pair. 
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;j  Les  résultats  que  nous  venons  d’exposer  succinctement , sont 
» susceptibles  de  plusieurs  applications  utiles  aux  arts  ; une  des  plus 
>;  frappantes  a pour  objet  la  manière  de  diviser  une  voûte  en 
)j  voussoirs  par  des  joints. 

a Les  joints  des  voûtes  doivent  satisfaire  en  même  temps  à un 
» assez  grand  nombre  de  conditions , dont  les  principales  sont , 
» i°  d’être  partout  perpendiculaires  à la  surface  de  la  voûte  , afin 
» que  les  angles  des  deux  voussoirs  consécutifs  étant  égaux  entre 
))  eux , ils  résistent  également  à leur  rupture  dans  Faction  que  ces 
» voussoirs  exercent  l’un  sur  l’autre  ; 2°.  d’être  perpendiculaires 
» entre  eux , par  la  même  raison  ; 3°  d’être  engendrés  par  le  mou- 
» vement  d’une  ligne  droite  ; car  les  surfaces  engendrées  de  cette 
w manière,  sont  les  seules  qui  soient  susceptibles  d’une  exécution 
» exacte  ; et  il  faut  que  les  joints  des  voussoirs  contigus  soient  par- 
» faitement  exécutés , parce  que  de  légères  incorrections  entraîne- 
n raient  la  rupture  de  l’un  de  ces  voussoirs  -,  4°  d’être  formés  par  des 
» surfaces  développables,  afin  que  les  panneaux  puissent  être  appli- 
« qués  sur  les  différentes  faces , et  en  donner  les  contours  d’unq 
» manière  rigoureuse. 

» On  voit  que  toutes  ces  conditions  seraient  remplies  en  même 
« temps,  si  l’on  divisait  la  surface  de  la  voûte  par  des  lignes  de  l’une 
» et  de  l’autre  des  deux  courbures , qui  fussent  espacées  entre  elles 
» d’une  quantité  finie  dépendante  des  matériaux , et  si  les  joints 
» étaient  formés  par  les  surfaces  développables  normales  à la  surface 
» de  la  voûte. 

» D’ailleurs  si  les  joints  étaient  apparens  sur  la  surface  de  la 
» voûte  , ils  y traceraient  des  courbes  toutes  rectangulaires  entre 
» elles  , et  qui , dépendant  de  la  nature  même  de  la  surface , en 
» rendraient  la  génération  plus  prononcée.  Enfin,  ces  lignes  elles- 
» mêmes  diviseraient  la  surface  de  la  voûte  en  compartimens 
« rectangulaires  , et  susceptibles  d’une  décoration  propre  à la 
» surface. 

» C’est  vers  cette  solution  générale  que  les  artistes  s’étaient  fou- 
» jours  dirigés  ; ils  ne  l’avaient  atteinte  que  pour  les  cas  faciles  des 
» surfaces  cylindriques , des  surfaces  coniques  et  de  celles  de  révo- 
» lution.  Quant  aux  autres  surfaces  courbes  dont  ils  ne  connaissaient 
» pas  les  lignes  de  courbure,  ils  les  excluaient  presque  générale- 
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» ment  de  la  composition  des  voûtes  , lors  même  que  les  circons- 
» tances  l’exigeaient  impérieusement  ; et  c’est  à cela  principalement 
» qu’on  doit  attribuer  les  mauvais  effets  que  produisent  en  général 
» dans  l’architecture , les  morceaux  de  traits  de  coupe  des  pierres , 
» parce  que,  pour  rendre  un  trait  exécutable  , on  choisit  pour  la 
» voûte  une  surface  qui  n’est  pas  toujours  celle  que  la  nature  des 
» choses  commanderait.  » 

5j.  Berceau  dont  les  joints  concourent  à un  centre  commun . 

Les  principes  du  numéro  précédent  doivent  être  observés  autant 
qu’on  le  peut  : néanmoins  il  est  des  circonstances  ou  des  considéra- 
tions plus  puissantes  qui  peuvent  déterminer  à préférer  une  voûte 
dont  les  joints  ne  remplissent  pas  la  condition  d’être  normaux  k 
la  surface  courbe.  Dans  cet  article,  il  sera  question  des  berceaux 
dont  les  joints  ont  un  centre  commun  et  ne  sont  pas  perpendiculaires 
à l’intrados.  Lorsque  l’intrados  est  circulaire , la  double  condition  a 
lieu;  mais  c’est  le  seul  cas  où  cela  arrive  : dans  tous  les  autres,  on 
peut  toujours  trouver  un  extrados  qui  rende  la  voûte  équilibrée  ; c’est 
de  quoi  je  vais  m’occuper. 

Soit  ( fïg.  4°)  AS  A'  la  courbe  donnée  d’intrados  , et  aS'a'  l’ex- 
trados qu’il  faut  trouver  pour  former  un  berceau  équilibré,  tous 
les  joints  NM  devant  concourir  à un  point  commun  O. 

Soit  SOM  = e , ON  — u , OM  = R,  O S = *,  SS'  = *,OS  = a 
-M=A,  SS'NM  = M, MN  = k. 

En  raisonnant  ici  comme  nous  l’avons  fait  dans  le  n*  2 du  premier 
chapitre,  on  verra  d’abord  qu’on  a 

aire  MNww  ^ K ( 2R  -f-  K ) de; 

de  plus  , la  voûte  devant  être  équilibrée , on  a pour  exprimer  celte 
condition  , l’éqnation 

M = c tang  s 

(c  étant  une  constante  quelconque)  ; d’où 


COS  £ 
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Egalant  ces  deux  valeurs  de  et  mettant  u pour  R-j-K , on  a 


2 C 


là  ;=  Ra  + = 


COS  g 


La  constante  c se  détermine  par  la  condition  qu’au  point  S on  a 
cose=i,  R —a,  u = A ; 

ce  qui  donne 
d’où  enfin 


2.c  = A* — a*} 


«*  = R* +£=£....  (39). 


COS  g 


Tout  est  connu  dans  cette  équation , puisque  le  rayon  vecteur  R 
est  donné  par  l’équation  d’intrados  en  fonction  de  & : il  sera  donc 
aisé  d’avoir  u et  par  conséquent  de  construire  l’extrados. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’intrados  soit  ( fig.  3i  ) une  ligne 
droite  horizontale,  on  aura 


R = a—  , 


COS  g 


et  l’équation  (09)  devient 


cos  G * 


c’est-à-dire  que  l’extrados  est  aussi  une  ligne  droite  horizontale  ^ 
ainsi  que  nous  l’avons  vu  n° 

Supposons  en  second  lieu  que  l’intrados  (fig.  40)  soit  composé  de 
deux  lignes  droites  faisant  avec  la  verticale  , un  angle  OSM  = £ , 
on  trouvera 

-p  a sin  C 

L sin  (C  -f-  g)  ’ 

et  en  substituant  cette  valeur  de  R dans  l’équation  (3g)  ci-dessus, 
on  aura  l’équation  polaire  de  l’extrados. 

ïl  ne  sera  pas  plus  difficile,  dans  tous  les  autres  cas,  d’avoir  l’équa- 
tion polaire  de  l’extrados  en  u e te,  puisqu’on  connaît  celle  de 
l’extrados  aussi  polaire  entre  R et  e. 

A l’égard  de  la  poussée  de  ces  sortes  de  berceaux  , il  est  évident , 
puisqu’ils  sont  équilibrés,  qu’elle  est  M cot  e,  c’est-à-dire  c , ou 
| (A1  — «a)  , ou  ak  -j-  \ Quant  à l’équation  d’équilibre  de  rota- 
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tion , il  serait  superflu  de  la  rapporter , puisqu’elle  est  la  même  que 
celle  du  ns  2^. 

Observons  que  les  berceaux  dont  il  s’agit  ici  offrent  plus  de  faci- 
lite pour  l’épure , parce  que  tous  les  joints  concourent  à un  centre 
commun  : un  autre  avantage,  c’est  de  pouvoir  employer  la  ligne 
droite  pour  intrados  ; c’est  à F Architecte  à peser  ces  avantages  avec 
l’inconvénient  qui  résulte  de  ce  que  les  joints  ne  sont  pas  perpendi- 
culaires à l’intrados. 


58.  Dômes  dont  les  joints  concourent  a un  centre  commun'. 

La  figure  41  représente  une  section  verticale  du  dôme  proposé 
et  de  son  tambour.  On  a , comme  dans  le  numéro  précédent, 

aire  MN/zm  = f R ( 2R  -f-K  ) de. 

On  verra  aisément  que  la  distance  GG'  du  centre  d’inertie  de  cette 
aire  à la  montée  est 


R siu  g + g K 


3R+aK 
sR-f  & 


si  II  € 


ou 


2 . 

^ sm  g 
Ô 


3R*4-  3RK+  K* 
aR  -f-  K 


Si  on  multiplie  Faire  ci-dessus  par  2m.  GG',  on  aura  , d’après  le 
principe  de  la  méthode  centrobarique , le  volume  d’une  assise  élé- 
mentaire, de  voussoirs  compris  dans  une  section  horizontale  du 
dôme  : ainsi , en  appelant  M le  volume  de  la  calotte  correspondante  , 
on  aura  pour  l’expression  de  cette  assise , 


dM  = 2 w . GG' . MN nm  — § niK.de  sin  g(  5R*  -f-  3RK  -f-  K*), 


ou,  à cause  de  R - j~ K === u , 


= f mde . sin  g ( id — R3}. 

D’un  autre  côté  on  a pour  exprimer  la  condition  d’équilibre  entre 
toutes  les  assises,  l’équation 

cd- 

M = c tang  g ou  dM.  5=2  - — 

COS  ê 

Egalant  ces  deux  expressions  de  i/M,  on  a pour  l’équation  polaire 
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u3  = R*  + 


3c 


arn  sm  g cos  s 


Il  reste  à déterminer  la  constante  c.  Nous  retrouverons  ici  la 
singularité  que  nous  avons  déjà  remarquée  dans  les  dômes  du 
chapitre  III  : si  on  veut  déterminer  c par  la  valeur  a que  reçoit  R 
au  point  S , ou  sin  £ = 0,011  ne  trouve  pour  c que  zéro,  ou  bien  | 
si  l’on  fait  u infinie  au  point  S.  Cela  vient  de  ce  que  le  dôme  est 
terminé  à la  clef  par  une  flèche.  Mais  on  peut  se  servir  du  point  A 
des  naissances  pour  déterminer  c.  En  effet,  si  et  est  alors  la  valeur 
de  s,  R'  celle  de  R,  et  u celle  que  l’on  veut  donner  au,  l’équa- 
tion (40)  donnera 

cz=,\m  sin  et  cos  et  ('m3  —'R3  , 


quantité  finie.  Mettant  cette  valeur  de  c dans  l’équation  (40') , 
aura 


, -r,  , , sin  A COS  A (V  'Æ3) 

u 3 = R3  + ; 

sin  e cos  g 


C4°') , 


on 


équation  au  moyen  de  laquelle  on  pourra  connaître  u ÿ et  cons- 
truire l’extrados,  puisqu’on  connaîtra  l’équation  polaire  de  l’intra- 
dos en  R et  e. 

A l’égard  de  la  poussée  des  dômes  en  question,  elle  est  toujours  c, 
et  l’équation  d’équilibre  de  rotation  est  la  même  que  nous  avons  don- 
née dans  le  chapitre  IV. 

Au  reste , on  peut  faire  sur  les  avantages  et  les  inconvéniens  de 
ces  sortes  de  dômes  , les  mêmes  observations  que  dans  l’article  pré- 
cédent. Ajoutons  que  dans  la  pratique  , on  peut  remplacer  une  por- 
tion infinie  de  la  flèche  par  un  poids  d’une  grandeur  finie , comme 
un  globe,  un  cylindre,  une  pyramide,  etc. 

Dans  la  figure  \\  , l’intrados  générateur  est  une  ligne  droite 
horizontale  , et  par  conséquent  la  surface  d’intrados  un  plan  ou 
cercle  horizontal.  Ce  dôme  est  l’analogue  du  berceau  plat  équilibré. 
Il  offre  le  moyen  curieux  de  recouvrir  une  tour  ronde  par  un  pla- 
fond circulaire  équilibré. 
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Dans  la  figure  36 , l’intrados  générateur  est  circulaire  : nous  en 
avons  déjà  parlé  n°  Lf>.  On  peut  déduire  l’équation  polaire  de  l’ex- 
trados de  la  formule  (34)  ; mais  on  y parvient  plus  simplement  par 
l’équation  (4°  ) du  présent  article.  En  effet , R est  ici  constant  : c’est 
le  rayon  même  de  la  sphère  d’intrados,  et  l’on  a R'  = R (a  sera 
l’angle  du  rayon  vecteur  il  dans  le  point  où  l’on  veut  que  l’épais- 
seur du  dôme  soit  u — R).  Ainsi  l’on  voit  qu’il  suffit  de  faire  R 
constant  dans  l’équation  (4o'),  pour  avoir  l’équation  polaire  de 
l’extrados  générateur  du  dôme  dont  la  surface  d’intrados  est  sphé- 
rique. 

SECTION  II. 

Des  Voûtes  a base  régulière  et  symétrique. 

5g.  Etant  donnée  la  surface  d’intrados  , trouver  celle  d’extrados.' 

Quelle  que  soit  la  base  recouverte  par  le  dôme  , si  la  surface 
d’intrados  est  donnée,  on  peut  toujours  trouver  la  surface  d’extrados 
qui  rend  la  voûte  équilibrée  : il  suffit  d’imaginer  par  la  montée  ou 
axe  vertical,  une  infinité  de  plans  verticaux  qui  partageront  la  voûte 
en  secteurs  ou  voûtes  élémentaires  partielles.  On  calculera  l’épais- 
seur R pour  chaque  point  d’un  secteur  quelconque , comme  nous 
l’avons  vu  dans  le  n°  43 , et  les  voussoirs  de  chaque  voûte  élémen- 
taire seront  en  équilibre  entre  eux.  Il  n’est  pas  moins  évident  que  la 
base  étant  supposée  régulière  et  symétrique , deux  voûtes  élémen- 
taires et  opposées  se  feront  mutuellement  équilibre  à la  clef  : cela 
se  conçoit  facilement  quand  la  base  est  terminée  par  une  ligne 
courbe  comme  une  ellipse  ou  un  polygone  d’un  nombre  pair  de 
côtés.  Il  en  sera  de  même  quand  la  base  sera  un  polygone  régu- 
lier d’un  nombre  impair  de  côtés  : alors  il  faut  pour  concevoir 
l’équilibre , se  représenter  trois  , ou  cinq  , ou  sept  , etc.  voûtes 
élémentaires  symétriquement  placées  se  buttant  toutes  ensemble 
à la  clef,  suivant  que  le  polygone  de  la  base  a trois,  cinq  , sept,  etc. 
côtés. 

La  poussée  de  chaque  voûte  élémentaire  se  calculera  comme  nous 
l’avons  fait  dans  le  chapitre  IV  ; mais  on  sent  qu’ici  les  secteurs 
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étant  inégaux,  leurs  poussées  seront  aussi  inégales  , ainsi  que  l’épais- 
seur  correspondante  du  tambour.  Le  polygone  extérieur  de  la 
base  du  tambour  aura  une  figure  analogue  à celle  du  polygone 
intérieur. 

Il  manquera  une  perfection  à ces  sortes  de  dômes  : les  joints  ne 
seront  point  normaux  à la  surface  d’intrados  ; leur  succession  ne 
formera  pas  les  lignes  de  courbure  dont  nous  avons  parlé  dans 
le  n°  56.  Cependant  les  premières  suites  de  joints  qui  sont  dans  les 
plans  verticaux  seront  agréables  à l’œil , puisqu’elles  formeront  des 
méridiens  partant  du  pôle  commun  : on  pourra  même  rendre  régu- 
lière la  seconde  suite  de  joints.  Il  suffit  pour  cela  d’imaginer  un 
certain  nombre  de  plans  horizontaux  qui  coupent  la  surface  d’in- 
trados. Si  le  nombre  des  méridiens  est  assez  grand , les  petits  plans 
inclinés  qui  séparent  les  voussoirs  d’une  voûte  élémentaire  se  con- 
fondront sensiblement  avec  les  cercles  parallèles  dont  j’ai  parlé  ; 
ensorte  que  la  seconde  suite  de  joints  présentera  à l’œil  l’aspect  d’une 
section  horizontale.  Il  restera  toujours  l’inconvénient  que  les  quatre 
petits  plans  qui  comprennent  un  voussoir,  ne  seront  point  normaux 
à la  surface  d’intrados , si  ce  n’est  pour  le  cas  de  l’ellipsoïde  dans  les 
deux  sections  qui  passent  par  les  axes. 

60.  Cas  o ii  r épaisseur  du  dôme  doit  être  uniforme. 

Si  l’épaisseur  de  la  voûte  doit  être  constante,  il  résulte  du  numéro 
précédent  que  chaque  voûte  élémentaire  partielle  doit  avoir  pour 
section  verticale  la  courbe  du  n°  /+5  j à laquelle  j’ai  donné  par 
analogie  le  nom  de  chaînette  croissante , parce  qu’elle  engendre  le 
dôme  d’épaisseur  égale  à base  circulaire  , de  la  même  manière 
que  la  chaînette  ordinaire  engendre,  par  son  mouvement  parallèle  , 
le  berceau  d’épaisseur  égale.  Toutes  ces  chaînettes  croissantes  qui 
composeront  le  dôme,  auront  la  même  montée  avec  des  bases  diffé- 
rentes. La  constante  c'  qu’on  pourrait  appeler  le  paramètre  de  la 
chaînette  croissante  , sera  variable  pour  chaque  section.  Chaque 
voussoir  sera  compris  entre  deux  plans  ou  méridiens  et  deux  petits 
plans  inclinés  perpendiculaires  au  méridien  moyen,  intermédiaire 
entre  les  deux  méridiens  précédons. 

On  pourrait , d’après  la  génération  précédente , trouver  l’équa- 
tion 
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tion  de  la  surface  d’intrados , lorsqu’on  connaît  la  base  que  doit 
recouvrir  le  dôme.  Si  cette  base  est  une  ellipse  et  que  la  montée  soit 
donnée,  le  problème  est  déterminé. 

On  peut  encore  recouvrir  une  base  quelconque  par  une  autre 
surface  courbe  qui  formera  un  dôme  d’épaisseur  égal  et  différent 
du  précédent  : cette  seconde  surface  doit  être  engendrée  par  une 
chaînette  ordinaire  qui  se  meut  parallèlement  à elle-même. 

Imaginons  une  ligne  horizontale  quelconque  passant  par  le  centre 
de  figure  de  la  base  et  par  l’un  des  angles  du  polygone  régulier , sur 
cette  ligne  un  plan  vertical , et  dans  ce  plan  une  ligne  courbe  quel- 
conque que  j’appelle  directrice.  Imaginons  maintenant  une  infinité 
de  chaînettes  ordinaires  posées  verticalement  l’une  contre  l’autre/ 
s’appuyant  par  leurs  extrémités  sur  le  contour  de  la  base , et  ayant 
toutes  leurs  sommets  dans  la  directrice  ci-dessus.  Il  est  évident  que 
la  réunion  de  toutes  ces  chaînettes  dont  le  paramètre  c ou  le  rayon 
de  courbure  au  sommet  est  variable , formera  un  dôme  équilibré  ; 
car  il  sera  composé  d’une  infinité  de  tranches  verticales  parallèles 
dont  chacune  est  un  petit  berceau  en  chaînettes.  Tous  ces  petits 
berceaux  se  soutiendraient  isolément , si  on  supprimait  ceux  qui 
sont  voisins.  La  surface  d’intrados  présentera  l’aspect  d’une  suite 
de  chaînettes  verticales  parallèles , et  l’on  pourra  faire  rencontrer 
dans  des  sections  horizontales  les  joints  de  lit  de  tous  les  voussoirs  : 
ce  qui  formera  des  compartimens  agréables  à l’oeil,  mais  qui  n’auront 
pas  l’avantage  d’être  perpendiculaires  aux  faces  des  voussoirs. 

Si  la  base  est  renfermée  par  une  courbe  régulière  , comme 
une  ellipse  , on  pourra  exprimer  analytiquement  l’équation  de 
l’intrados. 

On  peut  encore  obtenir  par  le  moyen  de  la  chaînette  ordinaire; 
un  autre  dôme  équilibré  différent  du  précédent.  Imaginons  une 
chaînette  ordinaire  ayant  son  sommet  à la  clef  donnée  de  position, 
et  s’appuyant  sur  deux  points  symétriques  du  contour  de  la  base  : 
si  on  fait  mouvoir  cette  chaînette  parallèlement  à elle-même , de 
manière  que  son  axe  soit  toujours  vertical  et  que  ses  extrémités 
touchent  toujours  le  contour  de  la  base  , elle  engendrera  un  dôme 
équilibré  ; mais  ici  la  directrice  que  suit  le  sommet  de  la  chaînette 
n’est  plus  arbitraire  comme  précédemment,  quoiqu’elle  soit  toujours 
une  courbe  tracée  dans  un  plan  vertical.  Cette  seconde  génération 
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est  plus  simple  que  la  première , en  ce  que  le  paramètre  c est  cons- 
tant : c’est  un  cas  particulier  du  précédent,  où  chaque  section  ver- 
ticale  était  une  chaînette  d’un  rayon  de  courbure  variable  pour  son 
sommet , tandis  que  dans  le  second  cas , chaque  berceau  élémen- 
taire n’est  qu’une  portion  plus  ou  moins  grande  de  la  même 
chaînette. 

On  voit  par  ce  qui  précède  , qu’une  base  donnée  peut  être 
découverte  par  une  infinité  de  dômes  équilibrés , la  montée  étant  la 
même.  En  premier  lieu , on  peut  se  donner  la  surface  d’intrados 
et  trouver  celle  d’extrados  correspondante.  En  second  lieu,  si  l’épais- 
seur doit  être  uniforme  et  que  la  base  soit  par  exemple  un  cercle, 
on  engendre  un  dôme  équilibré  par  la  révolution  d’une  chaînette 
croissante.  On  engendre  encore  un  dôme  équilibré  par  la  juxta- 
position d’une  infinité  de  chaînettes  ordinaires  et  différentes  dont 
les  sommets  sont  sur  «ne  directrice  quelconque.  Enfin,  on  a encore 
un  dôme  équilibré  par  le  mouvement  parallèle  d’une  même  chaî- 
nette ordinaire  touchant  toujours  le  même  contour  de  la  base. 

Mais  il  manque  à tous  ces  dômes  la  condition  d’avoir  les  joints 
normaux  à la  surface  d’intrados.  Il  reste  donc  encore  ce  problème 
à résoudre. 

Etant  donnée  la  base  quelconque  d’un  dôme  et  la  surface  d’in- 
trados , trouver  la  surface  d’extrados  qui  forme  un  dôme  équilibré  , 
avec  cette  condition  que  tous  les  joints  des  voussoirs  soient  nor- 
maux à la  surface  d’inti'ados. 

Par  exemple  , si  la  base  est  une  ellipse , et  la  surface  d’intrados 
un  ellipsoïde  dont  les  deux  sections  verticales  passant  par  les  axes 
de  la  base  , soient  aussi  des  ellipses.  M.  Monge  a bien  déterminé 
les  deux  lignes  de  courbure  qui  doivent  former  les  joints , mais  il 
reste  à trouver  la  surface  d’extrados;  car  si  l’on  fait  l’épaisseur  cons- 
tante , l’ellipsoïde  de  M.  Monge  ne  sera  pas  un  dôme  équilibré. 
Pour  avoir  la  surface  d’extrados  qui  formerait  avec  cet  ellipsoïde 
pour  intrados , un  dôme  équilibré , il  faut  se  figurer  un  petit  coin 
rectangulaire  ou  voussoir  compris  entre  quatre  lignes  de  courbure 
du  n°  56.  Le  principe  qu’il  faut  employer  est  que  ce  petit  voussoir 
doit  être  en  équilibre  entre  les  quatre  autres  qui  le  pressent  dans 
deux  sens  perpendiculaires,  de  la  même  manière  qu’il  l’était  dans 
un  sens  seulement  pour  les  cas  des  berceaux  et  des  dômes  à base 
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circulaire.  On  sent  que  la  difficulté  sera  bien  plus  grande,  parce  que 
chaque  voussoir  repose  sur  un  plan  incliné,  et  qu’il  faut  faire  entrer 
dans  le  calcul  les  équations  des  lignes  de  courbure.  Quand  on  aura 
surmonté  toutes  les  difficultés  , on  n’aura  pas  encore  le  dôme  le 
plus  parfait , puisqu’il  n’aura  pas  une  épaisseur  uniforme , et  que  les 
joints  ne  seront  pas  normaux  à l’extrados.  Je  vais  , dans  le  numéro 
suivant , exposer  de  nouvelles  considérations  qui  fourniront  d’autres 
dômes  équilibrés  d’épaisseur  égale. 

61.  Dôme  d’ épaisseur  uniforme  , à base  elliptique. 

Soit  ( fig.  42  ) AEA'E'  l’ellipse  que  doit  recouvrir  le  dôme  dont 
on  ne  connaît  que  la  montée  OS  = a (fig.  43).  Soit  KL  la  dévelop- 
pée du  quart  d’ellipse  AE  et  NI',  nY  deux  rayons  de  courbure  in- 
finiment proches.  Imaginons  qu’on  ait  divisé  tout  le  contour  de 
l’ellipse  en  petits  arcs  tels  que  Nrc,  et  mené  tous  les  rayons  de  cour- 
bure tels  que  NI  ; qu’ensuite  sur  toutes  ces  lignes  NI',  on  ait  élevé 
des  plans  verticaux.  Soient  ( fig.  44  ) NPII',  nplY  deux  de  ces  plans 
infiniment  voisins , dont  la  commune  section  est  la  verticale  II'  ; il 
faut  redresser  ces  plans  par  la  pensée  en  les  faisant  tourner  autour 
des  horizontales  l'N,  Yn  , jusqu’à  ce  que  les  lignes  IP , I p deviennent 
horizontales.  Il  faut  concevoir  ensuite  deux  arcs  de  chaînette  crois- 
sante PN  , pn  dans  les  plans  verticaux  ci-dessus.  Ces  arcs  ont  leur 
tangente  horizontale  dans  les  points  P et  p , dont  les  points  P'  et  p' 
de  la  figure  42  sont  les  projections  horizontales  : ensorte  que  YJSnp 
est  un  élément  de  la  surface  du  dôme  reposant  par  le  petit  arc  Nra 
sur  le  tambour,  et  s’appuyant  par  son  extrémité  supérieure  P p contre 
un  pareil  élément  symétriquement  placé. 

La  figure  43  représente  une  section  verticale  du  dôme  et  du 
tambour,  faite  par  un  plan  vertical  passant  par  le  grand  axe  de 
l’ellipse  ; kk'  est  une  ligne  horizontale  passant  par  la  clef  donnée 
de  position  ; K/c , K'/c'  sont  deux  verticales  élevées  sur  les  origines 
K et  K'  des  quatre  branches  de  la  développée  de  l’ellipse;  kA  , K A* 
sont  deux  arcs  de  chaînette  croissante.  Il  faut  relever  par  la  pensée 
la  ligne  kk'  au-dessus  de  sa  projection  hoi’izontale  KK',  et  concevoir 
que  de  tous  les  points  de  cette  ligne  kk',  que  j’appellerai  crête  du 
dôme  ou  ligne  des  sommets  , on  ait  mené  de  part  et  d’autre  des 
arcs  de  chaînette  croissante  , verticaux  et  perpendiculaires  à tous  les 
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points  N de  l’ellipse , tels  que  PN  de  la  figure  44-  La  surface  courbe 
qui  résultera  de  cette  génération,  en  lui  donnant  une  épaisseur  uni- 
forme, formera  un  dôme  équilibré. 

En  effet , les  youssoirs  d’un  secteur  quelconque , tel  que  PN np  , 
seront  équilibrés  entre  eux  et  formeront  une  petite  voûte  partielle  ; 
car  si  ( fîg.  44)  on  faisait  tourner  autour  de  la  ligne  H'  comme  axe 
vertical , la  ligne  horizontale  IP  et  l’arc  vertical  PN , on  engendre- 
rait un  plateau  , plus  une  zone  de  dôme  à base  circulaire  dont  le 
secteur  PN  np  serait  un  élément  ou  voûte  partielle.  Il  n’est  pas  moins 
évident , à cause  de  la  figure  symétrique  du  dôme  , que  tous  les 
secteurs  étant  indépendans  les  uns  des  autres  et  ne  se  pressant  qu’à 
la  crête  , il  y aura  aussi  équilibre  dans  le  sens  horizontal  : quatre 
secteurs  symétriquement  placés  dans  les  quatre  quarts  de  l’ellipse , 
produiront  deux  à deux , et  en  sens  contraire , une  pression  hori- 
zontale dirigée  suivant  la  crête  et  détruite  par  une  pression  égale  et 
opposée.  Les  plans  verticaux  élevés  sur  les  normales  à l’ellipse  de 
la  base , déterminent  par  leur  rencontre  avec  le  plan  vertical  pas- 
sant par  le  grand  axe  , les  secteurs  du  dôme  et  le  système  de  l’une 
des  lignes  de  courbure.  L’autre  ligne  de  courbure  est  formée  par 
le  mouvement  d’une  ligne  qui , toujours  perpendiculaire  à la  sur- 
face courbe  , ferait  le  tour  du  dôme  en  coupant  perpendiculairement 
chaque  méridien , et  en  décrivant  une  petite  surface  conique  dans 
chaque  secteur  et  variable  pour  chacun. 

On  voit  que  le  problème  a plusieurs  solutions  , et  qu’on  pour- 
rait, par  exemple,  après  avoir  tracé  une  courbe  quelconque  ou 
directrice  dans  le  plan  vertical  passant  par  le  grand  axe , lui  faire 
aboutir  à tous  les  points  du  contour  de  la  base  des  secteurs  ver- 
ticaux de  chaînette  croissante  , comme  nous  avons  fait. 

Il  n’entre  pas  dans  mon  objet  de  discuter,  sous  le  rapport  de 
la  décoration  , le  dôme  que  je  viens  de  décrire  : je  me  bornerai 
à observer  qu’il  est  parfaitement  régulier  , symétrique  , et  que 
sa  crête  horizontale  parait  devoir  produire  un  effet  agréable  : 
ces  deux  extrémités  indiquent  naturellement  la  position  de  deux 
lustres. 

Il  reste  à donner  l’équation  de  la  courbe  donnée  par  la  section 
d’un  plan  vertical  perpendiculaire  à l’ellipse  de  la  base.  J’ai  sup- 
posé que  cette  courbe  était  celle  que  j’ai  appelée  chaînette  crois- 


DE  L’ÉQUILIBRE  DES  VOUTES.  1 33 

santé  dans  le  n°  45  : elle  est  bien  de  la  même  famille , mais  elle 
renferme  une  constante  de  plus  qui  est  différente  pour  chaque  point 
de  l’ellipse.  Dans  le  dôme  à base  circulaire,  la  même  courbe  en- 
gendre tous  les  secteurs  par  sa  révolution  autour  de  la  montée  qui 
est  Taxe  commun  , et  l’on  a x = o quand  y s=  o ( x étant  l’abscisse 
verticale,  et  y l’ordonnée  horizontale).  Ici,  au  contraire  , chaque 
secteur  est  engendré  par  une  courbe  qui  sans  être  différente,  a 
cependant  des  constantes  différentes  : ce  n’est  plus  la  montée  qui 
est  l’axe  commun  de  révolution  ; chaque  secteur  a son  axe  parti- 
culier qui  est  la  verticale  II',  égale  à la  montée  , et  passant  par 
l’extrémité  I du  rayon  de  courbure.  De  plus  , le  dôme  ne  comprend 
que  la  partie  du  secteur  comprise  entre  l’ellipse  de  la  base  et  le  plan 
vertical  élevé  sur  le  grand  axe.  En  comptant  les  x sur  l’axe  variable 
IL  de  position,  onax  = o quand  y = I'P'  = i. 

En  retournant  donc  au  n°  4 6,  et  déterminant  par  cette  condition 
la  constante  de  l’équation 

y~c  =s  log  ( p 4-  V'i  -+■/>*  ) + constante  , 

on  aura 

~~=log  (p  + V*  +p*)‘ 

En  achevant  les  calculs  comme  nous  avons  fait  dans  l’article  cité  , 
on  a pour  l’équation  de  la  courbe  génératrice  d’un  seçteur  quel- 
conque , c’est-à-dire  pour  l’équation  d’une  section  verticale  normale 
quelconque , 

*=  7 fày  Cr‘  — **  ) “H  7X3^/  Cra  — 

+ 7777475/^  Cr*—  i2)s  + etc.  + c'. ..(«), 

v.s,  i . s.  “.7 ■■>;>>*"*-  ■■  K ■ : - ï v,:-,  ■ .7. 

équation  qui  s’intégre  aisément , puisque  tous  les  termes  étant  deve~ 
îoppés  , sont  des  monomes,  et  que  la  quantité  i est  constante  pour 
chaque  section,  On  détermine  l’une  des  deux  constantes  par  la  con- 
dition qu’on  ait  x — o quand  y=  i , et  l’autre  constante  par  la 
condition  qu’on  ait  pour  chaque  section  x=a  quandj'=tt-{-i=R', 
en  faisant  (fîg.  42)NP'=rc,  NI'=R/. 

En  intégrant  l’équation  (a)  et  déterminant  c”  comme  il  vient  d’être 
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x = 7 (ir3 — dO + 777^  ( I /7  — f *y  4-  iy  — ï>  ) 

+ 77X4~5  (^I!  f *y + -T-  y — ¥ *y  ■ + 1 y~iy) 

4~ , . . .c” (Z>) 

C'=^  1.2^4-  'c3  1.2.4.6/74-  (g  1.2.4.6.8.10  .„ 

i i.3  1 .2.3’ 1 .3.5.7  1.2. 3. 4-5  1.3.5.7.9.11  ' * * 

ou 

C*= | -f-g^L  W+grf;--:  1 °iT  W H-gr^r^  'f;  W5-j-etc. 


3 a 27. a3  , 27 s.a5  2 7b  a?  , 


, ( voyez  n°  45  ). 


Au  moyen  de  ces  expressions , on  a tout  ce  qu’il  faut  pour  déter- 
miner la  courbe  d’une  section  verticale  quelconque.  Imaginant  en- 
suite la  montée  divisée  en  un  certain  nombre  de  parties  par  des 
plans  horizontaux  , ces  plans  détermineront  dans  chaque  courbe 
verticale  ou  chaînette  croissante  , un  même  nombre  de  points  dont 
les  projections  horizontales  formeront  des  courbes  fermées  (fig.  4-5) 
qui  seront  les  projections  des  sections  horizontales.  Les  normales  et 
les  ovales  de  cette  même  figure  suffiront  pour  construire  l’épure  de 
la  voûte. 

Il  resterait  pour  compléter  la  discussion  du  dôme  dont  il  s’agit , 
à donner  l’équation  des  ovales , ainsi  que  celle  de  la  surface  courbe 
du  dôme  dont  tons  les  points  étant  assujétis  à la  même  loi  de  conti- 
nuité, sont  susceptibles  d’être  représentés  par  la  même  équation. 

Je  dois  prévenir  deux  objections  qui  pourraient  embarrasser. 

i°.  On  pourrait  dire  que  les  voussoirs  qui  touchent  la  ligne  des 
sommets  kk'  étant  triangulaires , ils  sont  trop  faibles  pour  contreba- 
lancer les  voussoirs  rectangulaires  sur  lesquels  ils  reposent;  mais 
il  faut  faire  attention  que  ces  triangles  sont  des  infiniment  petits  du 
second  ordre  , que  plus  on  prend  les  arcs  N/z  petits , plus  ces 
triangles  diminuent  de  grandeur  et  qu’ils  finissent  par  s’anéantir, 
ensorte  que  quand  le  nombre  des  secteurs  est  infiniment  grand , 
les  voussoirs  qui  touchent  la  crête  sont , sinon  rectangulaires  , du 
moins  aussi  pesans  que  si  on  leur  ajoutait  le  triangle  infiniment  petit 
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du  second  ordre  qui  a été  séparé  par  le  plan  vertical  de  la  crête  : 
ainsi  l’objection  disparaît. 

2°.  On  peut  dire  que  les  joints  sont  bien  partout  des  portions  de 
surface  développables,  ainsi  que  cela  doit  être  (n°  56);  mais  que  les 
voussoirs  qui  touchent  la  ligne  des  sommets  , n’ont  pas  leurs  quatre 
faces  perpendiculaires  entre  elles  , et  que  ce  sont  des  trapèzes  : je 
réponds  que  cela  ne  peut  être  différemment , et  qu’il  en  est  de  même 
dans  les  dômes  à base  circulaire  dont  les  voussoirs  qui  entourent 
le  pôle  sont  triangulaires , tandis  que  tous  les  autres  sont  rectangu- 
laires. Pour  éviter  l’inconvénient  de  ces  voussoirs  triangulaires  dans 
ces  dômes , on  forme  la  clef  de  leur  x’éunion , et  cette  clef  a la 
figure  d’un  petit  sphéroïde  ou  d’une  calotte.  Dans  le  dôme  à base 
elliptique , la  ligne  des  sommets  n’est  qu’une  suite  de  pôles  , et  on 
peut , par  analogie , appeler  clef  la  calotte  ovoïdale  qui  a pour  pro- 
jection le  plus  petit  des  ovales,  celui  qui  renferme  la  ligne  kk'  des 
sommets  ou  lignes  des  pôles. 

A mesure  que  l’ellipse  de  la  base  approche  du  cei-cle  , la 
ligne  horizontale  des  pôles  diminue  : enfin  quand  on  fait  i = o 
et  kk'  = o dans  les  calculs  précédens , on  a le  dôme  à base  cir- 
culaire. 

Il  manque  au  dôme  que  je  viens  de  décrire  , comme  à toutes  îeS 
voûtes  dont  j’ai  parlé  dans  cette  section , la  condition  d’avoir  les 
joints  normaux  à la  surface  courbe  , du  moins  ceux  qui  sont  dans 
les  plans  verticaux.  Il  faudrait , pour  que  cette  condition  eût  lieu  , 
que  les  ovales  formées  par  les  projections  des  sections  horizontales, 
fussent  des  courbes  parallèles  à l’ellipse,  c’est-à-dire  des  dévelop- 
pantes de  la  même  développée.  Cela  existerait  si  toutes  les  sections 
verticales  étaient  des  arcs  égaux  de  la  même  courbe.  Par  exemple , 
si  l’on  imagine  qu’ayant  fixé  au  point  N du  rayon  de  courbure  NT, 
un  arc  vertical  de  courbe  quelconque , on  développe  les  rayons  suc- 
cessifs de  courbure,  l’arc  ci-dessus  engendrera  par  son  mouvement 
une  surface  qui  sera  telle , que  toutes  les  projections  des  sections 
horizontales  formeront  des  ovales  parallèles  à l’ellipse.  Tous  les 
joints  de  l’une  et  l’autre  courbures  auront  les  conditions  du  n°  56  , 
c’est-à-dire  seront  des  surfaces  développables  , normales  et  perpen- 
diculaires entre  elles  ; mais  la  surface  courbe  n’admettra  pas  une 
épaisseur  constante , quand  même  on  choisirait  pour  la  courbe  gé~* 
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nératrice  la  chaînette  croissante , parce  que  les  constantes  de  cette 
courbe  doivent  varier  pour  chaque  axe  de  rotation  des  secteurs. 
On  pourra,  il  est  vrai,  trouver  l’épaisseur  que  doit  avoir  chaque 
voussoir  pour  l’état  d’équilibre  , en  considérant  chaque  secteur 
en  particulier  , comme  nous  l’avons  dit  au  commencement  de  cette 
section. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède , qu’il  est  impossible  de  trouver  une 
surface  pour  laquelle  l’épaisseur  soit  constante  , et  dont  les  sections 
verticales  normales  à l’ellipse  soient  aussi  des  lignes  de  courbure 
normales  à la  surface.  Il  faudra  donc  renoncer  à l’une  ou  l’autre 
de  ces  deux  conditions,  toutes  deux  désirables.  J’ai  décrit  plusieurs 
dômes  équilibrés  d’épaisseur  constante,  mais  dans  lesquels  les  joints 
verticaux  ne  sont  point  normaux  à la  surface.  Il  reste  à résoudre  ce 
problème  : Faire  un  dôme  à base  elliptique,  dont  la  montée  est 
donnée  , d’une  épaisseur  uniforme , et  dont  tous  les  joints  soient 
des  surfaces  développables  normales  au  dôme  et  perpendiculaires 
entre  eux.  Aucune  des  deux  lignes  de  courbure  ne  pourra  être 
des  sections  verticales , ainsi  que  je  l’ai  fait  voir , à moins  qu’on 
ne  fasse  les  deux  axes  de  l’ellipse  égaux.  Dans  ce  cas  particulier , 
la  section  verticale  deviendra  une  ligne  de  courbure  et  sera  une 
chaînette  croissante  passant  par  le  pôle.  Ce  problème  est  le  plus 
difficile  qu’on  puisse  proposer  sur  cette  matière.  Il  est  probable  que 
M.  Monge  s’en  serait  occupé  s’il  y eût  songé.  Il  serait  surperflu 
de  nous  occuper  davantage  des  bases  en  polygone  régulier.  Ou 
sent  assez  , d’après  ce  qui  précède , ce  qu’il  y a à faire.  J’ajouterai 
seulement  que  si  l’on  fait  pénétrer  deux  berceaux  en  chaînette , on 
obtient  deux  voûtes  analogues  aux  voûtes  d’arête  et  en  arc  de 
cloître , qui  sont  équilibrés  dans  tous  leurs  points , excepté  dans 
les  intersections  qui  séparent  les  quatre  nappes  : ces  deux  espèces 
de  voûtes  seront  très-préférables  aux  voûtes  ordinaires  d’arêtes  et 
en  arc  de  cloître. 
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Observations  préliminaires. 

On  a donné  le  nom  d’anse  de  panier  à une  courbe  ASæ  (fig.  46)  , 
composée  de  trois  , cinq,  sept,  etc.  arcs  de  cercles,  qui  dans  leurs 
points  de  réunion  M,  M',  m,  m (fig.  5o)  ont  la  même  tangente  : 
on  emploie  les  anses  de  panier  dans  la  construction  des  ponts,  à 
cause  de  la  facilité  de  l’épure.  La  difficulté  de  tracer  des  arcs  ellip- 
tiques leur  a fait  préférer  un  assemblage  de  petits  arcs  de  cercles 
plus  faciles  à décrire.  Les  anses  de  panier  ont  encore  d’autres  avan- 
tages : elles  laissent  passer  un  plus  gi’and  volume  d’eau,  l’ouverture 
du  pont  et  la  montée  restant  les  mêmes  : elles  sont  pour  l’ordinaire 
plus  gracieuses  à l’oeil  que  l’ellipse. 

Voici  comment  on  peut  concevoir  la  génération  d’une  anse  de 
panier.  Soit  ( fig.  5o  ) A l’une  des  naissances  du  pont  , S la  clef , 
OS  la  montée  : imaginons  un  polygone  AA'A'A"'A1VT  d’un  nombre 
quelconque  de  côtés , dont  le  premier  AA'  est  pris  sur  la  ligne  des 
naissances , et  le  dernier  AIVT  se  termine  à la  montée  prolongée. 
Si  l’on  imagine  un  fil  enveloppant  ce  polygone , et  qu’on  le  déve- 
loppe par  son  extrémité  A,  il  tracera  successivement  plusieurs  arcs 
de  cercle  AM,  MM',  M'M",  M'"S , ayant  leurs  centres  en 

A',  A",  A'",  A,v,  T.  Un  polygone  pareil  engendrera  de  l’autre  côté 
de  la  montée  des  arcs  égaux  aux  précédons  , et  l’ensemble  de  ces 
arcs  sera  ce  qu’on  appelle  une  anse  de  panier.  Ainsi  une  anse  de 
panier  n’est  autre  chose  que  la  développante  d’un  polygone  ; elle 
est  dite  à 3 centres  , à 5 , à 7 , etc.  , suivant  le  nombre  d’arcs  dont 
elle  est  formée  : cette  courbe  ressemble  à une  ellipse  , en  ce 
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qu’elle  est  perpendiculaire  sur  la  ligne  des  naissances  et  sur  la 
montée. 

On  voit  que  sur  une  même  base  et  une  même  montée  , on 
peut  tracer  une  infinité  d'anses  de  panier.  Le  problème  est  d'autant 
plus  indéterminé,  que  le  nombre  des  centres  est  plus  grand.  On 
peut  assujétir  l’anse  à certaines  conditions  , comme  de  passer  par 
des  points  donnés  , d’avoir  les  arcs  d’un  nombre  de  degrés  donnés  , 
d’avoir  les  rayons  dans  tels  ou  tels  rapports , et  le  problème  peut 
ainsi  devenir  déterminé.  Il  serait  impossible  de  discuter  toutes  les 
combinaisons  qu’on  peut  adopter  : ce  que  nous  dirons  dans  les  pro- 
blêmes  suivans  suffira  pour  guider  dans  tous  les  cas. 

PROBLÈME  PREMIER. 

Des  anses  de  panier  à trois  centres. 

! * * ( 

Si  le  polygone  n’a  que  deux  côtés  AA',  A'T,  il  n’y  aura  que  trois 
centres  A',  T,  a ',  et  l’anse  est  dite  à trois  centres  (fig.  46).  Le 
problème  , comme  on  voit , consiste  à trouver  sur  la  ligne  des  nais- 
sances et  sur  la  montée  prolongée,  deux  points  A"  et  T,  tels  que 
l’on  ait 

AA'-f- A'T=TS: 

cela  peut  se  faire  d’une  infinité  de  manières  par  la  construction 
suivante. 

Prenez  une  portion  quelconque  SS'  de  la  montée  SO  , et  portez- 
la  de  A en  A'  : menez  la  ligne  A'S',  et  sur  le  milieu  I de  cette  ligne  , 
élevez  la  perpendiculaire  IT,  qui  rencontrera  en  T la  montée  pro- 
longée : le  point  T sera  le  centre  de  l’arc  moyen  Mw , et  A'  celui 
de  l’arc  extrême  AM. 

En  effet , par  cette  construction , on  a 

A'T  = S'T  et  AA'  = SS'  : 

donc 

AA'  + A'T  = TS , 
comme  l’exige  la  question. 

Le  point  S'  pouvant  être  pris  à volonté  dans  retendue  de  SO,  il 
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s’ensuit  que  le  problème  a une  infinité'  de  solutions  renfermées  entré 
les  deux  limites  AA'  = o et  AA'  = SO  : ces  deux  cas  extrêmes! 
sont  représentés  par  les  figurés  47  e1t  4®*  Dans  le  second  câs  de 
la  figure  48 , l’arc  AM  est  de  90%  et  l’arc  MS  dégénère  en  ligné 
droite.  II  est  aisé  de  voir  que  dans  ce  cas , l’espace  AMSO  est  le 
plus  grand  possible  ; d’où  l’on  conclut  que  plus  l’anse  de  panier  ap2 
prochera  de  cette  limite , plus  le  volume  d’eau  qui  peut  passer  sous 
l’arche  sera  grand. 

Pour  avoir  l'expression  algébrique  des  deux  rayons  AA'  et  ST, 
appelons  le  premier  r et  le  second  R : faisons  de  plus  AO;=£, 
SO  = a,  on  aura 

A'T  = v/(&— r)“  + (R.—  a)% 
et  l’équation  AA'  -f-  A'T  = ST  devient 


r-h  VÇt>—'')>-+-(R  — a)>=R, 


d’où  l’on  tire 


R = 


è2-f-  a2  — 2 br 
2 a — 2 r 


/ « • • 4-  ci? 

cette  équation  fait  voir  que  lorsque  r=o,onaR  = — — — , c’est 

le  cas  de  la  figure  47  ? et  que  r ne  peut  pas  être  plus  grand  que  a , 
puisqu’alors  R est  infini  : c’est  le  cas  de  la  figure  48.  Je  ne  m’arrête 

pas  à démontrer  que  l’équation  R = - fournit  la  construc- 
tion que  j’ai  donnée  plus  haut. 

Pour  avoir  le  rapport  entre  le  rayon  extrême  r et  l’angle  AA'M  , 
^oit  cet  angle  égal  £ , on  aura 


OT=^4(£  — r),  A'T 

cos  G K y J 


b — 


cos  S * 


l’équation  AA'-f-  A'T=TS  devient 


d’où  l’on  tire 


, b — r , sin  G r , . 

r -j 0-  = ci  -f-  ’ — f,  (b  — /*  ) ; 

cos  G 1 cos  G ' * 7 


a cos  G + b sin  G — b 
cos  G -f-  sin  G — 1 


Nous  venons  de  voir  que  plus  l’angle  £ approche  d’être  droit. 
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plus  R est  grand , et  plus  le  volume  d’eau  compris  sous  l’arche  est 
considérable  : il  est  néanmoins  une  considération  d’un  autre  genre 
qui  doit  empêcher  de  prendre  R trop  grand.  L/élégance  et  la  grâce 
du  eoup-d’œil  exigent  que  les  deux  rayons  r et  R diffèrent  le  moins 
possible , afin  qu’on  ne  passe  pas  dans  le  point  M de  raccordement 
des  deux  arcs , d’une  grande  courbure  à une  autre  beaucoup  plus 

petite.  Pour  remplir  cette  condition,  il  faut  que  — , c’est-à-dire, 
à + a 2 b go^  minimum  : égalant  à zéro  la  différentielle  de  cette 


2 ar — 2 r 

quantité  , on  en  tire 


b*  + a>—  (b  — a)  \/( à2  + a") 


2 b 


et  ensuite 


R 


b2  -j-  a1  -f-  ( b — a ) \/ b2  -j-  a2 


J’observe  que  je  n’ai  pas  fait  précéder  le  radical  du  double  signe  rb, 
parce  que  la  solution  indiquée  par  le  signe  que  j’ai  omis,  ne  résout 
pas  la  question  présente. 
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Etant  donnée  l’ouverture  , la  montée  ainsi  que  le  nombre  de 
degrés  des  arcs,  excepté  les  deux  derniers  voisins  de  la  clef, 
d’une  demi-anse  à un  nombre  quelconque  de  centres  , tracer  cette 
anse. 

Soit  AMM'M"M“' S la  demi-anse  à tracer  (fig.  5o).  Les  condi- 

tions à remplir  sont,  i°.  que  le  contour  dupolygone  AA/A/'A"'A1TT 
soit  égal  à TS  ; 2®.  que  le  polygone  n’ait  point  d’angles  rentrans  : 
j’en  ai  déduit  la  construction  suivante. 

i°.  Prenez  une  portion  SS'  de  la  montée,  et  portez-la  de  A en  A': 
le  point  A'  sera  le  premier  centre. 

2°.  Faites  l’angle  AA'M  égal  à l’angle  donné,  et  ayant  prolongé 
MA'  jusques  en  k sur  la  montée  prolongée  , marquez  un  point  A* 
qui  sera  le  second  centre  cherché  s’il  remplit  les  deux  conditions 
suivantes,  savoir,  i°.  si  ayant  porté  A' A"  de  S'  en  S",  le  point  A"  se 
trouve  en  dessous  de  l’horizontale  passant  par  S*;  2°.  si  RS"  est  plus 
petit  que  KA". 
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3°.  Faites  l’angle  MA"M'  égal  à l’angle  donne',  et  ayant  prolongé' 
M'A"  jusques  en  k ' sur  la  monte'e  prolongée  , prenez  à volonté  une 
partie  A"A'"  que  vous  porterez  de  S"  en  S'";  ee  point  A'"  sera  le 
troisième  centre , s’il  réunit  les  même  conditions  que  ci-dessus  , 
savoir,  i°.  si  ce  point  Am  est  en  dessous  de  S"';  2°.  si  R'S'"  est  plus 
petit  que  R' A"7. 

4°.  Vous  marquerez  de  la  même  manière  d’autres  centres  AIT, 
Av,  etc.  en  les  assuje'tissant  aux  mêmes  conditions  que  ci-dessus. 

5°.  Enfin  pour  marquer  le  dernier  centre  T ou  celui  qui  doit 
être  sur  le  prolongement  de  la  montée,  il  suffira  de  faire  TA,V=  TSIV, 
ce  qui  peut  se  faire  sans  tâtonnement  en  menant  la  ligne  A1VSIV,  et 
élevant  sur  son  milieu  une  perpendiculaire  qui  déterminera  le  point 
T par  sa  rencontre  avec  la  montée  prolongée. 

Il  est  à remarquer  que  par  cette  construction  , on  n’est  pas  maître 
de  se  donner  l’avant-dernier  angle  M'A"M"',  car  il  déterminerait  un 
autre  point  T qui  ne  serait  pas  également  éloigné  de  A,v  et  de  S‘v,  - 
comme  cela  doit  être. 

Il  est  aisé  de  démontrer  que  les  points  A',  A",  A'",  A,v,  etc.  doivent 
remplir  les  conditions  prescrites.  En  effet,  i°.  A"  doit  être  plus  has 
que  S";  car  si  ces  deux  points  étaient  sur  la  même  ligne  horizontale  , 
comme  le  reste  du  contour  A" A"7 -fi-  A/,,A1V -J- A'T  doit  être  égal  à 
S"T,  cela  ne  pourrait  jamais  avoir  lieu  , à moins  que  T ne  fut  à une 
distance  infinie.  2°.  Il  n’est  pas  moins  évident  que  RS"  doit  être  plus 
petit  que  RA";  car  si  l’on  avait  RS"=RA",  tout  autre  point  quel- 
conque T en  dessous  de  R ne  pourrait  donner  un  contôur  TAITA"'A' 
aussi  long  que  TS",  parce  que  ce  contour  étant  toujours  plus  petit 
que  TR -{-R  A",  serait  aussi  plus  petit  que  TR  -fi-  RS"  : donc  quand 
RS"  = RA",  le  point  R est  le  dernier  centre  et  le  polygone  se  ter- 
mine là  : donc  pour  le  prolonger  plus  loin , il  faut  que  RS"  soit  plus 
petit  que  RA". 

On  démontrera  les  deux  mêmes  conditions  pour  les  autres  angles 
saillans  A'",  Alv,  etc.  du  polygone. 
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PROBLÈME  III. 

Des  Anses  h cinrj  centres. 

: ; j _ : ^ - * I - • 

La  construction  générale  que  nous  avons  donnée  dans  le  problème 
pvécédent , s’applique  au  cas  présent.  On  reconnaîtra  qu’il  faudra , 
pour  que  le  problème  soit  possible,  que  l’angle  donné  AA'M  (fig.49) 
soit  tel  que  KS'  soit  plus  petit  que  RA'. 

Si  au  lieu  de  se  donner  l’angle  AA'M,  on  voulait  partir  d’un  point 
donné  T pour  le  centre  moyen  , il  faudrait  d’abord  , pour  que  le 
problème  fût  possible  , que  ce  point  T fût  plus  près  de  A que 
de  S ; car  s’il  était  à égale  distance  , ce  serait  le  cas  de  la 
figure  47- 

Voici  donc  comment  on  s’y  prendrait. 

i*.  On  prendrait  une  portion  SS'  de  la  montée  que  l’on  porterait 
de  A en  A'  pour  avoir  le  premier  centre  A',  et  il  faudrait  que  T fût 
encore  plus  près  de  A'  que  de  S'. 

20.  Il  s’agirait  ensuite  de  trouver  dans  l’angle  A'oT,  un  point  A" 
tel  que  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  points  A'  et  T fût 
égale  à TS'.  Plusieurs  points  remplissent  cette  condition  ; ils  sont 
tous  placés  sur  une  ellipse  dont  A'  et  T sont  les  foyers , et  TS'  la 
longueur  du  grand  axe.  Pour  avoir  un  de  ces  points  , il  faut  marquer 
un  point  S",  décrire  du  point  A'  comme  centre , un  arc  avec  le 
rayon  A' A17  = S'S" , et  ensuite  du  point  T,  comme  centre,  avec  un 
rayon  TS"=  TA",  décrire  un  second  arc  qui  déterminera  le  centre 
cherché  A"  par  son  intersection  avec  le  premier,  si  elle  a lieu  dans 
l’angle  A'OT. 

En  traçant  l’ellipse  dont  nous  avons  parlé,  on  aurait  sans  tâton- 
nement tous  les  points  qui  peuvent  être  des  centres  A"  : ils  sont  tous 
placés  sur  l’axe  elliptique  compris  dans  l’angle  A'OT,  et  1 un  de  ces 
points  peut  être  placé  de  manière  que  l’angle  AA'M  soit  d’un  nombre 
donné  de  degrés. 

Si  l’on  voulait  que  les  trois  arcs  AM*  MM',  M'S  fussent  d’un 
nombre  donné  de  degrés , on  diminuerait  le  nombre  de  tâtonnemens 
par  la  méthode  analytique  suivante.  J 
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Soit  AO=b,OS=a,  AA'=r,  ST=R,  AA'M  = £,  M'TS =<p, 

on  a 

A'A'N  e=  comp.  (£  + <p  ) , 

sin  A'NA"  = sin  ( NA' A"  4-  A'A'N  ) ==  sin  ( 90°  — <p  ) = cos  <p. 
Les  triangles  A'A"N  et  NTO  fournissent  les  expressions  suivantes  : 


ON  = ^ (R-a),  , A*N  = 

COS  (p  ^ ' ms  Æ * 


sin 


;(^ — r- 


sm  ip 


(R-«))j 


cos  <p'  cos  (£4?’)''  cos  q> 

VA*—.:  cos?  ..  Éè  — r — 2Ü*fR_  a)\ 

COS  \ COS<?A  / 

Par  la  condition  du  problème,  011  doit  avoir 
AA'  -f-  A'A"  4-  A"T  = TS  ; 

substituant  dans  cette  équation  les  expressions  algébriques  des  lignes, 
et  faisant  attention  que  cos  ( C -f-  -<p  ) = cos  ê cos  c p — sin  C sin  <p  , 
on  a,  après  les  réductions,  l’équation  suivante 

( cos  <p  4-  sin  £)  (b  — r)  — cos  ( £4"  P ) ( R-  — r ) 

+ ( cos£ — sin  <p  ) (R  — a) — o (A). 

Dans  les  applications  de  cette  formule , il  ne  faut  pas  oublier  qu’orr 
n’est  pas  le  maitre  de  choisir  pour  £ et  pour  <p  des  angles  à volonté  : 
ces  angles  ont  des  limites  qui  dépendent  du  rapport  entre  b et  a ; 
il  faut  donc  prendre  pour  £ et  tp  des  valeurs  telles  , qu’elles  puis- 
sent satisfaire  aux  deux  conditions  suivantes  , savoir , que  r < a 

et  R>  t±±^L. 

2a — 2 r 

Supposons , par  exemple  , qu’ayant  l = 100  et  a—  10  , on  voulût 
faire  £ de  4°°  et  <p  de  i5%  l’équation  (A)  donnerait 

R ===  410,0  4-  3,770/’  ; 

or  en  prenant  r plus  petit  que  10,  la  valeur  qui  en  résulte  pour  R 

se  trouve  toujours  plus  petite  que  ? tandis  quelle  doit 

être  plus  grande  ; d’où  il  faut  conclure  que  le  problème  est  impos- 
sible avec  ces  données, 

Mais  si  on  veut  que  £ soit  de  48°  et  <p  de  9%  l’équation  ( A ) 


*44 

donne  alors 
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R = 604, 55 +9, 379c, 

et  l’on  trouve  qu’en  faisant  r plus  petit  que  2,5 , la  valeur  qui  en 

, , t,  , j b*  -f-  a?  — 2 br 

resuite  pour  R est  plus  grande  que  — — > et  <Iue  Par  con- 
séquent le  problème  a plusieurs  solutions.  Si  l’on  fait , par  exemple , 
r — 2,  on  trouve  R = 623,3  , quantité  plus  grande  que  - 

on  trouve  ensuite,  en  remontant  aux  expressions  des  lignes  de  la 
figure  , 

A'À"=  i,6,  AffT  = 619,8. 


La  construction  de  l’anse  de  panier  n’a  plus  rien  de  difficile. 

M.  Bossut  a donné  dans  l’Encyclopédie  méthodique,-  une  équa- 
tion beaucoup  plus  compliquée  que  l’équation  (A)  ci-dessus  : elle 
renferme  d’ailleurs  une  ei’reur  manifeste  : l’Auteur  y suppose  qu’on 
peut  prendre  le  premier  rayon  r d’une  grandeur  arbitraire,  tandis  que 
nous  avons  vu  qu’il  doit  toujours  être  plus  petit  que  la  montée  a : il 
faut  en  dire  autant  de  la  limite  R qu’il  n’est  pas  moins  indispensable 
de  considérer. 

Nous  avons  déjà  dit  que  , plus  le  nombre  des  centres  est  grand  j 
plus  le  problème  des  anses  a de  solutions  ; on  en  diminue  le  nombre 
par  celui  des  conditions  que  l’on  s’impose.  Le  choix  de  ces  condi- 
tions est  important;  en  général  les  plus  essentielles  sont , i°.  que 
l’espace  renfermé  par  l’anse  ou  le  volume  d’eau  soit  un  maximum  ; 
20.  que  les  changemens  de  courbure  d’un  arc  à l’autre,  soieut  les 
plus  petits  possibles.  Voyons  comment  l’on  peut  remplir  ces  deux 
conditions. 

Soit  ( fig.  5i)  une  demi-anse  à cinq  centres.  Nous  avons  vu  que 
le  second  centre  A"  peut  être  pris  sur  tous  les  points  de  l’arc  ellip- 
tique compris  dans  l’angle  AOT.  Maintenant  il  est  aisé  de  voir  que 
si  l’on  prend  le  point  A"  plus  près  de  A',  on  aura  une  nouvelle 
anse  de  panier  qui  embrassera  la  première  ; ensorte  que  depuis  le 
point  Z jusqu’au  point  P,  les  volumes  d’eau  renfermée  par  les  anses 
vont  en  augmentant,  et  dans  ces  deux  limites,  l’anse  à cinq  centres 
redevient  à trois  centres.  Il  s’ensuit  que  le  premier  rayon  r et  le 
dernier  R restant  les  mêmes,  plus  le  second  rayon  est  petit,  plus 
l’espace  renfermé  par  la  courbe. est  grand. 


II 
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Il  n’est  pas  moins  aisé  de  prouver  que  plus  r augmente,  plus  R 
augmente  aussi , et  plus  le  volume  d’eau  est  considérable. 

Donc  on  approchera  d’autant  plus  du  maximum  du  volume 
d’eau,  qu’on  fera  ret  R plus  grands  et  le  rayon  intermédiaire  plus 
petit. 

Voyons  actuellement  ce  qui  arrive  relativement  aux  changemens 
de  courbure  : b et  a restant  les  mêmes.  On  peut  combiner  d’une 
infinité  de  manières  les  trois  rayons  et  l’angle  A A/M.  Il  est  évident 
que  la  combinaison  la  plus  favorable  serait  celle  pour  laquelle  les 
changemens  de  courbure  qui  ont  lieu  en  M et  M'  seraient  en  même 

temps  les  plus  petits,  ou  pour  laquelle  -jjr  et  seraient  des 

minimums.  Ces  deux  conditions  sont  incompatibles  et  ne  peuventavoir 
lieu  ensemble.  Pour  s’en  convaincre.,  il  faut  faire  varier  séparément 
les  indéterminées  de  la  question. 

Supposons  d’abord  les  centres  A'  et  T fixes,  c’est-à-dire  r et  R 
constans  ; le  second  centre  A*  pourra  être  pris  arbitrairement  sur 
l’arc  ellyptique  PZ;  plus  A"  sera  près  de  A',  plus  le  changement  de 
courbure  en  M sera  petit;  mais  plus  aussi  il  sera  grand  en  M',  et 
vice  versa.  Cela  sera  vrai , indépendamment  de  toutes  valeurs  de 
r et  R : donc  on  ne  peut  pas  obtenir  en  même  temps  que  les 
changemens  de  courbure  en  M et  M'  soient  tous  deux  des  minimums. 

Il  s’ensuit  que  le  centre  A'  étant  fixe  , plus  on  prendra  T près  de 
R ■ _ 

Z , plus  — sera  petit.  Mais  c’est  un  théorème  facile  à démontrer 

que,  quelle  que  soit  la  position  de  T,  le  point  Z d’intersection  de 
la  montée  avec  l’arc  elliptique  j ne  change  point  de  place  ou  reste 
le  même  pour  toutes  les  ellipses.  En  effet , quand  on  prend  le  se- 
cond centre  A"  au  point  Z,  en  imaginant  la  ligne  A'Z , on  a 

A'Z  -f-  ZT  =5  TS',  ou  A'Z  = S'Z  , 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  qu’en  un  seul  point  Z,  et  alors  l’anse  de- 
vient à trois  centres  seulement.  Donc  plus  T sera  près  de  Z,  plus 
R 

— sera  petit , quelle  que  soit  d’ailleurs  la  position  du  centre  A". 

On  diminue  donc  le  changement  de  courbure  en  M',  lorsque  le 
premier  et  le  second  rayon  restant  de  même  longueur  , on  rapproche 

19 
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T de  z ; ce  qui  augmente,  en  même  temps,  l’arc  AM  et  diminue 
l’arc  MM'. 

Si  maintenant  on  fait  varier  le  centre  A',  z changera  de  place. 
Les  valeurs  que  nous  avons  déterminées  pour  r et  R dans  le  pro- 
blème premier,  et  qui  donnent  le  minimum  de  y,  auront  encore 

lieu  ici,  puisqu’on  est  le  maître  de  prendre  le  point  T aussi  près 
qu’on  le  veut  de  z. 

La  conclusion  de  ce  qui  précède  est  qu’il  faut  d’abord,  dans 
les  anses  à cinq  centres  comme  dans  celles  à trois  centres  , faire 

AA  ;=  /•  = , et  TS  ou  R un  peu  plus  grand 

£a  + <za4-(è — a)  {/b2 -{-a?  ,.  . . 

que  : cette  combinaison  donnera  un  mi- 

1 2 a 

nimum  pour  Reste  a savoir  où  il  convient  de  placer  le  second 

centre  A".  Nous  avons  vu  qu’en  diminuant  le  changement  de  cour- 
bure en  M , on  l’augmente  en  M',  et  réciproquement.  Ce  qu’il  y a 
de  plus  avantageux  à faire , est  que  les  changemens  en  M et  M' 

soient  les  mêmes.  Pour  cela,  il  faut  que  ou  <ïue 

AffM  = TS . AA',  ou  que  A"M  = \//’h3  ce  qui  donne 

A' A"  = — H-  nAR  et  TA"  = R — \fr&. 

On  aura  donc  le  point  A"  en  décrivant  du  point  A'  avec  un  rayon 
* — r- f-  \AR  > et  du  point  T avec  un  rayon  R — \é/R>  deux  arcs 
de  cercle  dont  l’intersection  sera  au  point  A". 

En  récapitulant  ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  problème,  on  voit, 
i°  qu’on  approchera  d’autant  plus  du  maximum  du  volume  d’eau, 
qu’on  fera  le  premier  rayon  r et  le  troisième  R plus  grands  , et  le 
rayon  intermédiaire  plus  petit;  2°  que  les  deux  changemens  de  cour- 
bure en  M et  M'  seront  d’autant  plus  petits  que  les  valeurs  de  r et  de 
R approcheront  davantage  de  celles  trouvées  dans  le  problème  Ier, 
en  faisant  le  second  rayon  moyen  proportionnel  entre  les  deux 
autres. 

Comme  ces  deux  bases  sont  incompatibles,  il  faudra  se  rappro- 
cher de  l'ime  ou  de  l’autre,  suivant  les  circonstances  particulières. 


xAi 

. • 
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Ainsi,  si  le  pont  est  élevé  et  qu’on  n’ait  pas  besoin  d’augmen- 
ter le  passage  de  l’eau,  il  faudra,  comme  nous  l’avons  dit , 
faire 


b2  -f  a»  + (b  — a)  V A*  + a2  . 


3, s : 


2 b 


T»  l j è2-f-aa+  (6  — a)  \/ b2  -\-a%  , 

R un  peu  plus  grand  que  — - - — — ^ ! — , et  le  rayon  in- 


termédiaire = \/rR  : ces  proportions  fournissent  l’anse  la  plus 
gracieuse  à l’œil. 

Si  au  contraire  on  a intérêt  à augmenter  le  libre  passage  de 
l’eau,  il  faudra  prendre  r très-peu  au-dessous  de  a , faire  R aussi 
grand  que  le  permet  l’exécution  de  l’épure  , et  prendre  le  second 
rayon  très-petit , ou  A*  voisin  de  P ; cette  combinaison  fournira  le 
plus  grand  volume  d’eau  possible. 

M.  Bossut  , dans  l’article  précité  de  Y Encyclopédie , suppose  le 
premier  centre  A'  constant,  ainsi  que  l’angle  AA'M,  et  il  cherche 
sur  la  ligne  MA"  indéfinie , et  sur  la  montée  prolongée  , les  centres 

R. 

A"  et  T qui  fournissent  un  minimum  pour  ^-^7 , ou  qui  donnent  le 

plus  petit  changement  de  courbure  en  M'.  Cette  hypothèse  ne  mène 
à rien , puisque  nous  avons  vu  qu’en  diminuant  le  changement  de 
courbure  en  M',  on  l’augmente  en  M,  et  que  par  conséquent  on  perd 
d’un  côté  l’avantage  acquis  de  l’autre  ; d’ailleurs  l’Auteur  ne  fait 
varier  que  deux  inconnues  au  lieu  de  quatre,  et  en  faisant  varier 
l’angle  AA'M,  il  aurait  vu  qu’on  est  conduit  à placer  A"  et  T le 
plus  près  possible  de  z : on  a alors  le  minimum  de  tous  les  maximà 
qu’il  a cherchés.  Il  faut  donc  regarder  comme  insignifiante  l’hypo- 
thèse qu’il  a considérée. 


m - 

and: 


PROBLEME  IV. 


Des  anses  à un  nombi'e  quelconque  de  centres . 


Quel  que  soit  le  nombre  des  centres , les  résultats  suivans  auront 
toujours  lieu. 

ù.  On  ne  peut  déterminer  la  variation  ou  le  changement  de 
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courbure  dans  l’un  des  points  M,  M',  M",  Mw,. . . .etc.  ( fig.  5o)  , 
sans  l’augmenter  dans  les  autres  ; d’où  il  suit  qu’il  n’y  a aucun 
avantage  dans  les  combinaisons  de  ce  genre. 

2°.  Les  centres  A'  et  T restant  à la  même  place  , et  les  autres 
rayons  restant  aussi  les  mêmes  , on  augmente  le  volume  d’eau  en 
rapprochant  les  points  M,  M',  M",  etc.  du  point  A. 

5°.  Le  point  T étant  fixe  , l’anse  à deux  centres  renfermera  plus 
d’eau  que  toute  auti'e  ; car  on  ne  pourrait  ajouter  un  centre  de  plus 
A"  à la  figure  46 , sans  rapprocher  A'  vers  A , et  la  nouvelle  courbe 
serait  renfermée  dans  la  première  ; d’où  il  suit  que  l’anse  de  la 
figure  4^  est  celle  qui  renferme  le  plus  grand  espace  à bases  et  mon- 
tées égales. 

Il  suit  de  ce  qui  précède  , qu’en  multipliant  les  centres , on  di- 
minue le  volume  d’eau,  ainsi  que  le  changement  de  courbure  , et 
qu’ainsi  en  se  rapprochant  d’une  espèce  de  perfection  , on  s’éloigne 
de  l’autre.  On  se  décidera  donc  suivant  les  circonstances,  pour  la 
préférence  à donner  à lune  ou  à l’autre.  Ainsi  , si  Lon  a un  grand 
intérêt  à augmenter  le  volume  de  l’eau , on  choisira  une  anse  à 
trois  centres  : si  au  contraire  on  n’a  pas  besoin  d’augmenter  l’espace 
renfermé  par  l’anse , on  préférera  l’anse  à un  grand  nombre  de 
centres , afin  de  diminuer  la  variation  de  courbure  d’un  arc  à 
l’autre. 

Dans  le  premier  cas , on  fera  le  premier  rayon  r presqu’égal  à la 
montée  a,  ce  qui  rendra  l’autre  R très-grand  ,•  il  n’y  a de  borne  à 
cette  règle  que  celle  qu’exige  l’exécution  de  l’épure. 

Dans  le  second  cas  , il  faudra  insérer  entre  r et  R d’autres  rayons 
intermédiaires  r3  r,  r"}  etc.  qui  devront  être  des  moyens  géomé- 
triques : r étant  un  peu  plus  petit  que  a,  et  R un  peu  plus  grand 

que  Les  expressions  de  tous  les  rayons , en  appelant 

'V*  •>,  1 ’ «.y/;*/- 

n le  nombre  des  centres  de  la  demi-anse  ou  des  rayons,  seront 


1 uw-i 


AA'=r,  A-M=r(?)— A*M'  = r£)-  = 4 

; JL  -,  i ■ • ùvJ 

À"M'  = r (y  J TS  = R.  - i 


.ÏJJ 
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Ayant  les  grandeurs  des  rayons,  on  aura  les  côtés  du  polygone  par 
des  soustractions  successives.  Il  restera  ensuite  à marquer  les  centres 
A",  Am,  Â1T,  etc.,  ce  qui  peut  se  faire  de  bien  des  manières.. 

Imaginons  que  les  côtés  A'Aff,  A"  A'",  AWA’V,  A1VAV,  AVT  de  gran- 
deurs invariables  , soient  liés  ensemble  par  des  charnières  en  A", 
A",  AIV,  Av,  on  voit  que  les  cinq  côtés  de  ce  polygone,  dont  lès 
extrémités  sont  fixées  en  A' ' et  T,  peuvent  prendre  une  infinité  de 
positions.  Toutes  celles  de  ces  positions  dans  lesquelles  le  polygone 
aura  tous  ses  angles  saillans  et  compris  dans  l’angle  A'OT,  fourni- 
ront des  anses  de  panier.  Chaque  centre  A",  A'",  Alv,  Av  pourra  varier 
entre  deux  limites  rV,  r'V",  riV’,  rVv.  On  peut  déterminer  ces 
limites  soit  par  la  trigonométrie , soit  par  une  construction  gra- 
phique. 

On  peut  y parvenir  encore  plus  simplement , en  formant  le  po- 
lygone A'A'rA'IA1'AvT  avec  des  bandes  de  carton  liées  ensemble  en 
A"A"'A1VAV  par  des  charnières  de  papier.  Alors  si  l’on  a intérêt 
d’augmenter  le  volume  d’eau , on  donnera  au  polygone  une  posi- 
tion qui  rapprochera  les  centres  A",  A"1  de  la  ligne  AO,  position 
qui  diminuera  la  longueur  des  premiers  arcs  AM,  MM',  et  augmen- 
tera la  longueur  des  arcs  SM‘*V,  MIVMV  dont  les  rayons  sont  les  plus 
longs. 

Si  au  contraire  on  n’a  pas  besoin  d’augmenter  le  volume  de  l’eau , 
on  donnera  au  polygone  une  position  telle  , que  ses  angles  saillans 
A",  A'” y A,v,  AY  ne  soient  pas  trop  inégaux  Le  goût  suffira  pour 
choisir  la  combinaison  la  plus  gracieuse  à l’œil.  En  général  il  parait 
plus  convenable  que  les  arcs  AM,  MM',  etc.  ou  croissent  tous  ou 
diminuent  tous. 

’v  ' • y H’r.?  è'jUi  l*V  ? * '•  U . - 

PROBLÈME  V. 

• : y t \ i jf  S 1 , ; . ■ f - . - 

Faire  une  anse  de  panier  d’an  nombre  quelconque  de  centres , dont 

les  arcs  soient  d’un  nombre  de  degrés  déterminé , et  dont  les  chan~ 

gemens  de  courbure  soient  égaux. 

BS  | ' ' '■  s | j.  ' 

Dans  le  problème  précédent,  les  angles  formés  par  les  rayons 
étaient  arbitraires  ; ici  nous  les  supposerons  donnés  ou  liés  par 
une  loi,  1 ET-  V ...t  * 
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Soit  r le  premier  rayon  AA',  et  R le  dernier  TS  : la  raison  de  la 


* /R\n — 1 , 

progression  sera  ( — ) , n e'tant  le  nombre  des  rayons  ; et  en  fai- 

1 

sant  pour  abréger  — q , les  rayons  successifs  seront  rf  qr, 

q*r,  q3r , q*r .R  ; je  supposerai  que  la  voûte  a onze  centres  , 

ou  la  demi-voûte  six , comme  dans  la  figure  53  : ce  que  nous 
dirons  s’appliquera  aisément  à un  plus  grand  nombre  de  centres. 

Soient  '£,  £,  ...  les  nombres  de  degrés  que 

doivent  avoir  les  arcs  AM,  MM',  M'M",  MAI",  M'"M,V . . . MlVS  : 
en  construisant  sur  les  côtés  du  polygone  les  triangles  rectangles 
A'A"R',  A"AWR",  A'ffA‘vRw,  A1VAVRIV,  AVTRV,  on  aura  cette  suite 
d’équations 


A'A"=  je  (q — x) 
A" A'"  =qx  ( q — i) 
A'"A1V=  q*X  (q — i) 
A‘VA * = q3x  ( q — i) 
AVT  = +*■(</ — i) 


TRV  = TAV  cos  £, 

AVR1V=  A1VAV  cos(g-f-'é) , 

A1VR"'=  A"'A1V  cos(£-f '£+'£) , 

A'"Rff  = A'AW  cos(£-f-'£-f-"£+fl7£) , 
A'R'  = A'A’  cos(£+'£-j-ff£-K£-Hlv£). 


A'RV  = TAV  sin  £ , 

A,VR1T  = AivAt  sin  (£-}-'£)  , 

AWR'"  = AWA.1V sin  (£-}-'£+'£)  , 

A"R"  ==AffA"  sin(£  + 'ÉH- 

A'R'  = A' A"  sin(£  + '£-K£-f-'"£+,v£)- 


Or  il  est  évident  qu’on  doit  avoir  ces  deux  équations 

TRV  +A'R1V  H-A,vRw+  A0,R"+  AffR'=TO=R— a=q5r— a. . .(i), 
A^-J-A^R^-f-ATR*  H-  AffR"-f- A'R'= A'0=Z>  — r (2). 


Substituant  dans  les  équations  (1)  et  (2)  , au  lieu  des  lignes  leurs 
expressions  algébriques,  ainsi  que  celles  des  rayons,  elles  de- 
viennent 


(q — i)<74/‘cos£+(7 — î)^Vcos(é>-(-'é,)-f-(<7 — i)?Vcos(£-}-,£+',£)) 
+07: — x)^cos(^-l-'^-f-"é'-f-'',é’)-|-(y — i)/xos(^-f-,^-J-ffé’-f-''/é’-f-,Té’)^(3) 


-q->r — a j 
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(q — i)«74/’sin^+(7 — \)qzrsm(Q-{-'&)-\-(q — i)ÿVsm(ê+'£-K£  )| 

*4 -{<J — i)^/,sin(ê+,ê~t-wé-j-"/é’)+(^ — (4)-: 

—h — j 

Je  multiplie  l’équation  (5)  par  et  l’équation  (4)  par  et  les 
ayant  ajoutées,  j’ai  la  suivante,  qui  ne  renferme  plus  r : 

b(qq  — i ) [<74  cos  £ -j-  <7®  cos  (£  + <7®  cos  ( £ -f-'£  -{-"C) 

4-r/  cos  (£4-'£-f-J£4-'"£)  H-  cos  (£+'£+'£+*£  H>£)] 

— bqh-\-a{cj — i)[^4sinê-f-^:?sin(^+,^)-l-9,2sin(ê+,ê-l-'7ê) 

"4~  <7*  sin  ( £ 'C  -j—  ff£  ) — {—  q sin  Ç £ -j—  r£  — }-  4“  £ ) 

*4—  sm(ê  —J-  £ 4-w£  -J—  w£  — }- n£)J  “H  a ==  o. 

Quand  on  connaîtra  les  angles  £,  '£,  "ê , etc.  , on  pourra  tou-" 
jours  déterminer  q par  l’équation  (5) , ensuite  r par  l’une  des  équa- 
tions (3)  et  (4) , et  R par  l’équation  R = q5r. 

Si  les  angles  &,  '£ , *£ , etc.  doivent  être  des  fonctions  de  q , le 
problème  serait  d’un  ordre  plus  élevé,  et  l’on  ne  pourrait  avoir  q 
que  par  tâtonnement.  • 

Supposons,  par  exemple,  que  les  arcs  AM,  MM",  etc.  doivent 
être  d’égales  longueurs,  à l’exception  de  celui  M1VS  de  la  clef, 
qui,  étant  répété  deux  fois  de  part  et  d’autre  de  la  montée,  ne 
doit  être  que  la  moitié  des  autres  ; on  voit  que  cette  condition 
exige  que  le  nombre  des  arcs,  c’est-à-dire  £v,  lv£ , '"£,  etc.  soient 
en  progression  géométrique  décroissante , dont  la  raison  soit  q.  On 
aura  donc 

'ê—iÇq;  X—1  £q*-,  X = 2Cq3;  1V£  = 2£<74,  v£=2£/: 

mais  on  doit  aussi  avoir  £ 4“  '£  4“ "£ -f-  "'£  4-  Iv£  -{-  v£  = go°. 

Substituant  dans  cette  dernière  équation  pour  '£,  '’é’j,  m£ , lv£,  v£ , 
leurs  valeurs  en  £ , et  tirant  ensuite  la  valeur  de  £,  on  a 

£ __  

2 q3  -f-  2 <p  -f-  2 qi  -f-  2 q~  -j-  uq  4*  i* 


On  trouvera  ensuite  les  valeurs  de  '£,  "£,  "'£  , . . . etc. , en  multi- 
pliant successivement  celle  de  £ par  $q , 2*7%  2^s,  etc.  , et  l’équa- 
tion (5)  ne  renfermera  plus  que  b,  a}  q.  Il  ne  sera  pas  possible 
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d’avoir  q directement  , mais  on  pourra  y parvenir  par  des  essais 
ou  des  substitutions. 

En  donnant  successivement  à q differentes  valeurs , telles  que 
1,1,  1,2,  i,3,  i,4 , . ..,  etc.,  on  formerait  enîre  b , a , r,  et  les 
autres  rayons  qr}  q*r,  q*r,  . . . , et  les  angles  € , '£,  etc.  , une 
table  au  moyen  de  laquelle  on  pourrait  toujours  construire  l’anse 
de  panier  dont  on  connaît  b et  a . Pour  l’exactitude  de  la  construc- 
tion, il  faudrait  calculer  trigonométriquement,  à l’égard  de  AO  et 
de  OT,  le  lieu  des  centres  A",  A",  AIl * IV,  Av,  et  les  points  d’intersec- 
tion de  la  ligne  AO  avec  les  différens  rayons. 

Voici  les  calculs  qui  ont  servi  à construire  la  figure  53  : j’ai  fait 
0=1,  <7  = i,5,  et  j’ai  trouvé 


£ = 

2°  12' 

AA' 

— 0,6978 

A'R' 

= o,ig36 

'£= 

6°  4o' 

A'A' 

= 0,3489 

A'R" 

= 0,4348 

'£= 

9°  H 

A"  A® 

= 0,5234 

A1VR® 

= 0,7427 

i4°  5g' 

A®AU 

= °>7849 

AVR1V 

= i,i635 

lv£  = 

22°  27' 

AIVAV 

=*=  V775 

TRV 

= 1,7653 

T6  = 

42°  42' 

AVT 

==  1,7666 

J)  rnmrnm 

1,784 

A'R'  = 0,2903 , 
A"R*  =0,2914, 
ATI*  = o,25i3, 
A,VR,V=  0,1818, 
AvRt  = o,o683 , 


11  est  aisé  de  donner  une  forme  générale  à l’équation  (5) , et  de 
la  rendre  applicable  à un  nombre  quelconque  n de  centres  ou  de 
rayons  d’une  demi-anse  , et  l’on  a 


b (<7  — i)[cos  (£-f-  ^ 

*-}-qcos(£-{— 'Q~\ j~ . .-f-'1- ‘îé,)-f"<7ïcos(é>— f“  • j / 

> — bqn~ 1 -J-  a[q—  1)  [sin ... >(6) 
-f"f,sin(£-f-'ê-{— • •“b*n~3£)-|“^r*sin(ê-}-'£-{— *£-{—. . .— {— n— f-.  • • J 1 
»4-0=  o.  J 


Il  faut  observer  que  dans  cette  formule  les  expressions  D-î£ , 

n— 3é>,  n— 4£,  n’indiquant  pas  des  puissances  de  £ : n— 2,  0—  3,  etc.  , 

indiquent  seulement  le  nombre  d’accens  de»  angles  successifs  ; 
ensorte  que  quand  on  a n ■ — Ç , par  exemple  , égal  à zéro , cosn— 6£ 
devient  cos£,  et  la  série  est  terminée.  On  peut  remarquer  que 
pour  deux  rayons  on  a un  terme  seulement  entre  les  deux  crochets , 

deux 
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deux  termes  pour  trois  rayons , trois  termes  pour  quatre  rayons  , 
et  ainsi  de  suite. 

PROBLÈME  VI. 

Trouver  la  ligne  de  courbure  uniformément  croissante. 

Imaginons  que  d’après  la  solution  du  problème  précédent  , on 
ait  fait  une  anse  de  panier  à mille,  un  million,  etc.  de  centres. 
On  passera  d’un  arc  à Fautre  par  des  degrés  égaux  de  courbure. 
Maintenant,  si  on  suppose  que  le  nombre  des  centres  ou  des  arcs 
soit  infini , la  suite  de  tous  ces  petits  arcs  égaux  formera  une  côurbe 
continue  qui  aura  cette  propriété,  que  les  changemens  de  courbure 
c’y  feront  par  degrés  uniformes  : c’est  l’équation  de  cette  courbe 
que  je  me  propose  de  trouver.  Nous  verrons  ensuite  l’utilité  dont 
elle  peut  être  dans  la  construction  des  anses  de  panier. 

Soit  AS  la  courbe  cherchée  (ftg.  54),  AP  = æ,  PM— y;  puis- 
qu’en  divisant  l’arc  AM  =s,  en  parties  égales  et  infiniment  petites, 
les  rayons  de  coui’bure  correspondans  doivent  être  en  progression 
géométrique , il  s’ensuit  que  l’arc  s doit  être  le  logarithme  du  rayon 
de  courbure  en  M.  Ainsi  la  courbe  cherchée  est  une  espèce  de 
logarithmique  dans  laquelle  les  arcs  sont  les  logarithmes  des  rayons 
osculateurs  ; par  conséquent , si  on  développait  l’arc  AM  en  ligne 
droite,  et  qu’on  fit  passer  une  courbe  par  les  extrémités  de  tous  ces 
rayons  osculateurs  qui  deviendraient  parallèles  entre  eux  , cette 
courbe  serait  la  logarithmique  ordinaire.  Par  la  même  raison , si 
l’on  ployait  l’axe  de  la  logarithmique  ordinaire  jusqu’à  ce  que  les 
ordonnées  vinssent  à se  toucher,  cet  axe  ainsi  ployé  formerait  la 
courbe  que  nous  cherchons. 

Cela  posé,  en  appelant  c le  rayon  de  courbure  AA'  de  la  courbe 
au  point  A , et  (£>  celui  du  point  M , l’équation  de  la  courbe  sera 

s ==  log^,  ou  (en  appelant  e le  nombre  2,71825,  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  1)  ce*  = <p. 

Mettant  dans  cette  équation  pour  <p  son  expi’ession,  qui  est,  dans 

le  cas  de  ds  constant , , ou  ; on  a 

ds  y/ ds 2 — dy* 

ce* 


20 
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Pour  intégrer  cette  équation,  je  fais  dy  ^=.pds , ce  qui  donne 
dy  s=s  dpds  ; et  substituant,  on  a 

dp  ___  rfs  _ 

p'i  — p2  ce'  * 

dont  l’ifitégrale  est  c'  -f-  arc  sin p ==  4: ;,  ou  /?  = sin  f— s «— « d)  , (c' 

cf  v c6  y 

étant  la  constante  qu’il  faut  ajouter  après  l’intégration). 

Pour  intégrer  de  nouveau,  je  remets  pour  p sa  valeur  ~ , ce 

qui  donne  dy  5=  ds  sin  Je  fais  •—  = u,  et  après  les  subs- 

titutions, j’ai  la  transformée 

y du  • . /\  du  . » du  * . / * 

dy  = — - — sm  rn — c ) = — • — sin  m.cos  c -{ cosM.smc  . , .(ij 

Pour  intégrer  cette  dernière  équation , j’y  substitue  pour  sin  u 
et  cos  u,  leurs  Uonnees  par  ««ries  suivantes,  qui  sont 

très-connues  , 


sm  u 

Î2  ’ ? 3 '■  ■-  •: 

cosn 


U , 

« — + 


V? 


2.3  ‘ 2. 3. 4-5  2. 3. 4.5.6. 7 


-f-  etc. 


u2  . 

2 2.5.4 


2. 3. 4. 5. 6 


r H-  etc.  ; 


'O 


et  après  avoir  intégré , j’ai  l’équation  suivante , dans  laquelle  c\ 
est  la  constante  ajoutée,  ? 


j=— cosc'(« ^=i-f-etcA  ) 

' 2.3  2.34.5  ' [ 

4-  sine'  (log  u — r;  “h  —U-  -ï  — etc. } -p  d ( 
' 2 ' 2.3.4  ' ) 


C?) 


Si  dans  l’équation  dx=  s/ds1  — dy*  t on  substitue  pour  dy3  sa 
valeur  tirée  de  l’équation  (1),  on  a 

T du  . du.  cos  urcosd  du.sinu.sinc' 

dx  = cos  (w  — c ) = — , 

U K U * , U 7 

3 

qui  s’intégre  comme  l’équation  (1),  et  donne 

a:  = — cos  d (log  u — % -f-  — etc.) 

— sin  d (u ^-=7 — etc.')  + c® 

^ 2.3  2.34.5  ' 


- • • $} 
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Pour  déterminer  les  constantes  c,  c",  c , c",  il  faut  faire  les  re- 
marques suivantes.  La  courbe  doit  remplir  quatre  Conditions  : 
i°.  elle  doit  être  perpendiculaire  sur  l’axe  en  A ; 2®.  On  doit  avoir 
en  ce  point  ,r  = o , y = 0 , s = o.  3°.  La  tangente  de  la  courbe 
doit  être  perpendiculaire  en  S sur  SO  ; 4®.  On  doit  avoir  au  point  S , 
x — è y y = a.  Pour  remplir  ces  quatre  conditions , il  nous  manque 
une  constante  arbitraire  ; car  si  on  éliminait  u des  équations  (2) 
et  (3),  l’équation  en  x et  y ne  renfermerait , que  trois  constantes  : 
cela  vient  de  ce  que  l’équation  <p  = ce que  nous  avons  posée  pour 
celle  de  la  logarithmique , n’est  pas  assez  générale  : il  eût  fallu 

prendre  ds  = ^,  équation  dans  laquelle  k est  constant  , et  qui 

exprime  en  général  la  relation  d’une  progression  arithmétique  quel- 
conque  à une  progression  géométrique  quelconque.  Les  trois  inté- 
grations successives  auraient  introduit  trois  nouvelles  constantes  : 
je  n’ai  pas  suWi  ccite  niatclie , qui  aurait  exigé  qu’on  eût  l’équa- 
tion finie  en  x et  y.  : ' ' 

On  remplit  également  ce  but,  en  substituant  aux  conditions  (3) 
et  (4),  celle-ci  : savoir,  que  s=g  dans  le  point  S,  ou  bien  cette 

autre,  que  dans  le  point  S on  ait  — = ~=s  ky  (Æ  étant  un  rapport 

m 30  o 

numérique). 

Pour  remplir  la  première  condition,  je  fais  dyz=ds , et  i = o 
dans  l’équation  dy  =ids  s in  — , et  elle  devient 


. =sm(i  — C'); 


. . - 

ou  en  appelant  m l’arc  de  90° , dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  1 , 

c’est-à-dire  faisant  1,5708  = my  On  a 

x - ' v-  i.  4 Vs'-’S,  , n’  ' r 

c j j C S . ' 

u m = - — cr  Ou  c'  = m (4). 


Pour  remplir  la  seconde  condition  , je  fais y=z  o , x = o et  5=0  , 


i ^ — -V*.  y 

ou  «=-  dans  les  équations  (2)  et  (3),  et  elles  donnent 
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c"  = cos  cf  (-  ■—  — -{ — rr”  etc.) 

'c  2.3  .c3  2. 3. 4-5.  c5  ' 

— sin  </  ( — log  c — rr — h — etc.  ) ...... 

' 2 c2  2.3.4-c4  ' 


,(5): 


= cos  c'  ( — log  c — rr 1 etc.  J 

' 2 c2  2.3.4.^  ' 


Ht  sin  c'  (i 4s-  H i-=r-  — etc.) . 


,(6): 


2 . 3 . c3  2 . 3 . 4 • 5 . c5 

Pour  remplir  la  condition  que  s— g à la  clef  S,  je  fois  s~g 
et  ~ =0  dans  l’équation  dyz=.  ds.  sin  — c)  , et  elle  devient 

c' — sin  (i  — c') ; 

or  l’arc  dont  le  sinus  est  zéro  est  lui-même  zéro  ; donc 

jij  — c'=o  ou  ✓ = jL.;.v.(7),  ,.’;i 

combinant  cette  équation  avec  l’équation  (4),  on  en  tire 


C = J___  * (8).’ 

•:  m met  v ' 

Ainsi  les  quatre  constantes  seront  données  en  fonction  de  g,  ef 
les  équations  (2)  et  (3)  ne  renfermeront  plus  que  g et  les  variables 
x , y et  u ou  s. 

Si  pour  troisième  condition  on  veut  que  les  coordonnées  de  la 
clef  soient  dans  le  rapport  de  ou  qu’on  ait ^ ^ = 1c , on  re- 

marquera que  l’équation  (7)  donne  pour  le  point  S,  c'  — u.  Je  fais 
donc  dans  les  équations  (2)  et  (3)  , x = b , j = bk  y u-=.  c\  et  éli- 
minant b f on  aura  l’équation  suivante  qui , après  y avoir  mis  pour  c' 
sa  valeur  en  c,  ne  renfermera  plus  que  c et  k , et  de  laquelle  par 
conséquent  on  pourra  tirer  la  valeur  de  c en  fonction  de  k, 
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( [k  tfin  d —■  cos  d ) (d , 4 c — etc.') 

v \ a. 3 o-S;'/.  5'  ' 


4-  ( sin  d + k cos  d)  ^log  c — ~ -f- 
4-  ( cos  d — k sin  c')  (-  — - — — h 


2.3.4. 5 
d* 


2.5.4 

1 


etc 


•) 


etc 


•) 


kC  2 . 3.c3  2 .3.4  • 5.c5 

• — (sinc'4-Æcosc')( — loge  — ™ 4 ~~=^ etc.  j=o. . ..(9)» 

' 2 . Ca  2 . 5 . 4 • ' 

's  — * 


Les  équations  (4),  (5),  (6)  donneront  ensuite  les  valeurs  de 
c}  c’y  c"  en  fonctions  de  k. 

D’après  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  commencement  de  ce  pro- 
blème, on  voit  que  si  A't  est  une  logarithmique  ordinaire  dont  As 
est  l’axe , et  qu’on  ploie  l’axe  As  jusqu’à  ce  que  les  ordonnées 

ma" st  de  la  logarithmique  se  touchent  de  deux  en  deux  , l’axe 

As  deviendra  la  courbe  cherchée  AS  ; les  ordonnées  de  la  logarith- 
mique deviendront  les  rayons  osculateurs  de  lu  nouvelle  courbe  :> 

les  extrémités  a‘ \ a y cùs t des  ordonnées  de  la  logarithmique 

tomberont  sur  les  points  A"A"'AIV. ..... .T  de  la  courbe  A'T,  qui 

sera  la  développée  de  la  courbe  AS.  Les  points  m , m , mn * . . . .etc. 
tomberont  sur  M,  M',  M". . . .etc.  La  courbe  AS  sera,  comme  nous 
le  verrons , une  espèce  de  logarithmique  spirale. 

Si  l’on  ployait  circulairement  et  du  côté  opposé  l’axe  As,  jusqu’à 
ce  que  les  ordonnées  prolongées  concourussent  au  centre  du 
cercle  dont  cet  axe  serait  la  circonférence , la  courbe  passant  par 
les  extrémités  des  ordonnées  serait  la  logarithmique  spirale  de 
Bernoulli. 

On  pourrait  croire  que  puisque  st  — ST,  on  doit  aussi  avoir 
A't  = A'T  ; mais  cela  n’est  pas  : et  effet , on  a 


A'T  = TS  — • AA'==  st  — AA': 

<-'t-  • ■'  i ' * ‘ ' ’ \ ' - . • - r : ■ ' - - 

or  , A't  est  nécessairement  plus  grand  que  st  — AA'  : donc  aussi 
A't  > AT. 

Si  l’on  suppose  g = AS  = 2 , on  trouve 

• • ‘ i . ' • 

c = o,55o45,  d — 0,24587,  c"  = 2,oo85r 
c" ?=.  — 1,7805,  AO  = i,5659,  OS  = 0,9163, 
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et  l’on  forme  le  tableau  suivant  pour  la  construction  des  courbes 

AS  et  A'T. 


sa 


AM 

ou  s. 

PM 

ou  y- 

AP 

OU  X. 

MA" 

ou  R. 

1 

PR 

ou  sounormale. 

0,0 

0,0000 

0,0000 

o,55o4 

o,55o4 

0,2 

0, 1362 

0 , o33j 

0,6728 

0,5741 

0,4 

0,544a 

0, 123 7 

0,8212 

O 

C-n 

00 

tP 

0,6 

o,525i 

0,2544 

1 , oo3o 

0,4902 

0,8 

©,6472 

0,4i25 

1 , 225g 

0,4^2 

1,0 

0,7421 

0 , 588 4 

1,4^63 

0,3335 

1 , s 

0,8124 

0,7755 

2,8276 

0,2525 

1,4 

0,8619 

0,9693 

2,2322 

O , 1 767 

1,6 

0,8937 

1j 1®71 

2,7264 

0,1087 

1,8 

0,9111 

1 ,3659 

3,33oo 

0,0496 

2,0 

0,91 63 

i,5656 

4,0672 

0,0000 

En  imitant  la  marche  indiquée  par  ce  tableau,  et  en  calculant  , 
pour  plus  d’exactitude,  vingt  points  de  la  courbe  au  lieu  de  dix, 
on  aurait  les  quarante-un  centres  d’une  anse  de  panier  qui  serait 
à la  fois  très-régulière  et  très-agréable  à l’œil  : elle  aurait  l’avantage 
de  laisser  passer  plus  d’eau  que  l’ellipse  et  d’avoir  les  voussoirs 
égaux,  tandis  que  l'augmentation  de  courbure,  à partir  de  la  clef, 
se  ferait  par  des  degrés  égaux.  On  pourrait  construire  une  table  qui 
donnerait  les  cinq  élémens  de  celle  ci-dessus,  pour  tous  les  rapports 
entre  la  montée  et  l’ouverture  , c’est-à-dire  depuis  À = o,  i jusqu  a 
k — 0,9.  Je  pense  que  ce  travail  serait  fort  utile  aux  Architectes  , 
et  en  particulier  aux  Ingénieurs  des  ponts  et  chaussées. 

Si  l’on  calcule  les  valeurs  de  x et  y correspondantes  aux  valeurs 
négatives  de  s,  afin  de  cbntinuer  la  courbe  AS  en  dessous  de  l’axe 
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du  côte  de  À,  on  trouve  que  la  courbe  fait  des  révolutions  autour 
d’un  certain  point  I (fig.  55)  où  elle  n’arrive  que  lorsque  s = — oô. 

Les  équations  (2)  et  (3)  peuvent  bien  servir  à calculer  quelques- 
unes  de  ces  spires  ; mais  il  sera  plus  court  d’employer  la  méthode 
des  quadratures  ou  celle  cjui  se  déduit  du  théorème  de  Taylor.  On 
trouvera  , 

AR  = 0.428  et  RI=o,i65. 

- 

Cette  espèce  de  spirale  logarithmique  peut  être  le  type  de  toutes 
les  anses  de  panier  possibles.  On  conçoit  qu’il  suffit  de  trouver  sur 
la  courbe  deux  points  tels,  que  les  normales  AO  et  SO  soient 
entre  elles  dans  le  rapport  donné  de  la  demi-ouverture  à la  montée. 

On  trouve  que  la  développée  de  la  courbe  AS  est  une  autre  spirale 
ayant  le  même  centre  I que  la  première , et  dont  l’équation  est  de 
même  forme. 

Courbe  dont  les  rayons  oscillateurs  sont  proportionnels  aux  arcs. 

Dans  la  courte  qui  a fait  l’objet  de  ce  problème,  les  rayons  oscil- 
lateurs étaient  en  progression  géométrique,  les  arcs  étant  en  pro- 
gression arithmétique.  On  pourrait  demander  quelle  est  la  courbe 
dans  laquelle  les  rayons  osculateurs  sont  en  progression  arith- 
métique. Voici  comment  on  pourrait  concevoir  la  génération. 

Il  faut  imaginer  que  (fig.  54)  A't}  au  lieu  d’être  une  logarith- 
mique , est  une  ligne  droite , et  qu’on  fasse  ployer  l’axe  A^  jusqu’à 
ce  que  les  ordonnées  ma" , m'a" , etc.  se  touchent  de  deux  en  deux 
cet  axe  As  deviendra  la  courbe  cherchée  AS.  L’équation  de  la  droite 
A'T  rapportée  à l’axe  As  sera 


<P  £=  CS  -f-  c ou  CS  -{-  c'  = 

■ 'l-ni'  ' CO  ii:  - 


dx.ds 

dy 


En  intégrant  de  la  même  manière  que  précédemment , on  aura  les 
deux  équations  - 

dy  = ds  sin  f log  — — — Y , dx  szzds  cos  ( log - 

\ (es  + c'y)  \ (es  + c'y 

■ Otftb  DS  “ i - ÜW  gîi  9911 

qui  donnent  pour  la  courbe  cherchée  une  nouvelle  spirale.  Je  ne 
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m’arrête  pas  à discuter  cette  dernière  courbe,  parce  que  la  première 
est  préférable.  Je  remarquerai  seulement  que  lorsque  la  ligne  droite 
A't  est  parallèle  à l’axe  As  , la  courbe  AS  devient  une  circonférence 
de  cercle. 

PROBLÈME  VII. 

Sur  l'équilibre  et  la  poussée  des  anses  de  panier. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage  sur 
l’équilibre  et  la  poussée  des  voûtes,  a encore  lieu  lorsque  l’intrados, 
au  lieu  d’être  une  courbe  continue  dont  tous  les  points  sont  liés  par 
une  même  loi  ou  équation,  est  une  anse  de  panier,  c’est-à-dire  une 
réunion  d’arcs  de  différens  cercles.  On  peut  toujours,  au  moyen  de 
l’équation  M cot  » =-  ^ , trouver  l'extrados  -cjui  rend  la  voûte  équili- 
brée. Quant  à la  poussée  , il  est  évident  qu’elle  se  calculera  aussi  par 
les  méthodes  que  j’ai  exposées.  Il  serait  sans  doute  superflu  de  donner 
des  exemples  qui  d’ailleurs  étendraient  trop  les  bornes  de  cet  Ou- 
vrage. Je  remarquerai  seulement  que  lorsque  la  voûte  doit  être  un 
pont,  on  ne  doit  pas  adopter  pour  intrados  une  courbe  pour  laquelle 
l’extrados  exigé  par  l’équilibre  s’écarterait  trop  de  la  ligne  droite. 
Dans  ce  calcul  , il  faut  tenir  compte  de  la  nature  des  matériaux 
compris  entre  l’intrados  et  l’extrados,  et  il  peut  arriver  dans  cer- 
tains cas  que  la  courbe  du  problème  VI  ne  comportant  pas  un 
extrados  sensiblement  rectiligne  , ne  puisse  pas  être  employée  pour 
intrados. 
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